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Program dela
Magistrsko delo naj obravnava povezavo med linijskimi in ljudskimi plesi ter mate-
matiko v smislu permutacijske grupe na mnozˇicah plesalk in plesalcev. S pomocˇjo
permutacijske grupe naj se dokazˇe obstoj plesnih figur brez ponavljanja plesnih par-
tnerjev in plesnih mest. Definira naj se tonska mrezˇa trozvokov in opiˇse delovanji
diedrske grupe na mnozˇici trozvokov kot T/I-grupe in PLR-grupe. Izpelje naj se
dualnost teh dveh delovanj.
Gregor Cigler
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Povzetek
V magistrskem delu zacˇnem z matematiko glasbe v preteklosti. Najprej predstavim
harmonicˇna razmerja, ki so jih poznali anticˇni Grki. Nato opiˇsem Fibonaccijeva
sˇtevila, zaporedje in zlati rez ter s skladbo prikazˇem primer uporabe Fibonaccije-
vega zaporedja. Zlati rez je uporabil tudi Stradivarius pri izdelavi svojih violin. V
nadaljevanju definiram transpozicije in inverzije, njihovo uporabo prikazˇem z Ba-
chovo fugo. Nato matematiko povezˇem s plesom. Najprej z linijskim kontra plesom,
katerega najboljˇsi matematicˇni model je diedrska grupa, nato pa sˇe z ljudskimi plesi,
ki jih lahko matematicˇno opiˇsemo s permutacijami, negibnimi tocˇkami ter kompati-
bilnimi zaporedji. Nadaljujem z opisom diedrskih grup in viˇsinskih razredov. Nato
definiram delovanje grupe na mnozˇici ter durove in molove trozvoke. Sledi poglavje
o PLR-transformacijah, v katerem podrobno opiˇsem njihovo delovanje in primere
uporabe na grafih, torusu in v Beethovnovi Deveti simfoniji. Nato pokazˇem, da sta
grupi T/I in PLR dualni. Za zakljucˇek navedem primere uporabe tonske mrezˇe in
PLR-transformacij.
Abstract
In my master thesis I start with the history of mathematics in music. First, I intro-
duce the harmonic relationships that were already known by the Ancient Greeks.
Then, I describe Fibonacci numbers, Fibonacci sequence and the golden ratio and
then I present the use of Fibonacci sequence with a piece of music. The golden ratio
was also used in violin construction by Stradivarius. After that, I define transposi-
tions and inversions and present their usage with the Bach’s fugue. Then, I connect
mathematics with dancing. First, I mention the contra dancing for which the best
mathematical model is the dihedral group, and later, I continue with folk dances
which can be mathematically described by using permutations, fixed points and
compatible sequences. Next, I continue with the description of dihedral groups and
pitch classes. Then, I define the group acting on sets and major and minor triads.
After that, I continue with PLR-transformations and precisely define their effects
and usage in graphs, torus and in Ludwig Van Beethoven’s Ninth Simphony. Then
I prove that the groups T/I and PLR are dual. Finally, I name some examples of
usage of tone-network and PLR-transformations.
Math. Subj. Class (2010): 00A65, 97M80, 20B35, 58E40
Kljucˇne besede: matematika v glasbi, Fibonaccijevo zaporedje, transpozicije in
inverzije, linijski kontra ples, ljudski plesi, latinski kvadrati, razlicˇni partnerji –
razlicˇna mesta, diedrska grupa, viˇsinski razred, T/I-grupa, delovanje grup, durovi in
molovi trozvoki, PLR-transformacije, PLR-grupa, Neo-Riemannova teorija, tonska
mrezˇa
Keywords: mathematics in music, Fibonacci sequence, transposition and inver-
sion, contra dancing, four couple folk dances, latin squares, different partners diffe-
rent places, dihedral group, pitch class, T/I-group, group acting, major and minor
triads, PLR-transformations, PLR-group, Neo-Riemannian theory, tone-network
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1. Uvod
V magistrskem delu si bomo ogledali povezave med matematiko in glasbo z
razlicˇnih zornih kotov. Najprej si bomo pogledali harmonije in melodije, ki so jih
ustvarili anticˇni Grki, primere matematicˇnih vzorcev v glasbenih kompozicijah (kot
je npr. Fibonaccijeva), v nadaljevanju pa bomo opisali transpozicije in inverzije
ter nato umetnostne lastnosti matematike. Matematiko v umetnosti bomo spo-
znali preko kontra plesov, ki so povezani s teorijo grup, preko ljudskih plesov, kjer
se bomo srecˇali s permutacijami, negibnimi tocˇkami, kompatibilnimi zaporedji, la-
stnostjo RPRM in latinskimi kvadrati. Nato bomo spoznali diedrske grupe, opisali
viˇsinske razrede in se srecˇali s pojmom delovanja. Nadaljevali bomo z durovimi in
molovimi trozvoki ter izrekom o mocˇi orbite. Sledi opis PLR grupe in podroben
opis P, L in R transformacij, podkrepljen s slikami. Nazadnje bomo obravnavali sˇe
dualnost T/I in PLR grup ter Riemannovo tonsko mrezˇo.
Matematiko velikokrat povezujemo s sˇtevili, racˇunanjem, z necˇim strogo racional-
nim, abstraktnim in hladnim. Glasbo na drugi strani povezujemo z necˇim, kar je
povezano s cˇustvi in z zˇivljenjem. Glasbo ustvarjamo na razlicˇne nacˇine, npr. ko si
zapojemo pesem, pritisnemo tipko na klavirju ali pihnemo v flavto. Glasba je nacˇin
za izrazˇanje cˇlovesˇkih cˇustev. Zaradi nasprotnih pojmov matematike in glasbe mo-
tivacija za raziskovanje povezav med njima ni tako zelo ocˇitna. Osredotocˇili se bomo
na iskanje povezav med racionalnim in neracionalnim. Matematicˇni vidik v glasbi
je lazˇje opaziti, lep primer sta ritem in viˇsina tona, saj je to nekaj urejenega, racio-
nalnega. Tezˇje je v obratni smeri, saj v matematiki tezˇko opazimo muzikalnost. Z
raziskavo bomo ugotovili, da si matematika in glasba nista tako zelo nasprotni in da
je med njima veliko vzporednic in podobnosti. To razlozˇi dejstvo, da imajo nekateri
glasbeniki radi matematiko in da imajo matematiki pogosto radi glasbo.
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2. Matematika glasbe v preteklosti
2.1. Harmonije in melodije anticˇnih Grkov. V cˇasu anticˇnih Grkov sta bili
matematika in glasba mocˇno povezani. Glasba je bila strogo matematicˇna disci-
plina, ki je obravnavala odnose med sˇtevili in njihova razmerja. V kvadriviju (del
Pitagorejske sˇole) je bila glasba postavljena na isti nivo kot aritmetika, geometrija in
astronomija. Ta delitev zanemarja kreativni pogled glasbenega ustvarjanja. Glasba
je bila takrat znanost zvoka in harmonije.
Ljudje so zˇe zelo zgodaj ugotovili, da cˇe dve razlicˇni noti zaigramo skupaj, ni
nujno, da lepo zvenita. Anticˇni Grki so ugotovili, da z noto, ki je dana z neko
frekvenco, najbolje zvenijo njeni celi vecˇkratniki. Cˇe je podana nota s frekvenco
220Hz, z njo lepo zvenijo note s frekvencami 440Hz, 660Hz, 880Hz, 1100Hz itd.
Iz raziskav je znano, da se celi vecˇkratniki osnovne frekvence pojavijo vedno z nizko
intenziteto, ko na insˇtrument zaigramo noto z neko frekvenco. Od intenzitete celih
vecˇkratnikov osnovne frekvence oz. alikvotov je odvisna barva insˇtrumenta, vecˇ kot
jih je, lepsˇe insˇtrument zveni.
Najpomembnejˇse frekvencˇno razmerje je 1 : 2, ki ga v zahodni glasbi imenujemo
oktava. Dve noti v taksˇni relaciji imamo za enaki in imata zato tudi enako ime,
razlikujeta se le v viˇsini, ne pa tudi karakterno. Poznamo razlicˇna razmerja: kvinto
(2 : 3), kvarto (3 : 4), veliko terco (4 : 5) in malo terco (5 : 6), ki imajo pomembno
vlogo pri gradnji akordov. Razdalja med kvinto in kvarto nam da celi ton, ki ima
razmerje 8 : 9. Vse te sˇtudije harmonicˇnih razmerij so bile bistvo glasbe v cˇasu
Pitagorejcev. Ta pogled je izgubil svojo veljavo proti koncu srednjega veka, ko se je
razvila kompleksnejˇsa glasba. Kljub pravim razmerjem so se pojavljale disonance,
ko so bili uporabljeni akordi, razlicˇni kljucˇi ali viˇsje lestvice. Razlaga za to se skriva v
nesorazmernosti terc, kvint in oktav, ko jih definiramo s celimi razmerji. Cˇe osnovni
noti dodajamo te intervale, nikoli ne dosezˇemo oktave. Z drugimi besedami, oktave
(1 : 2) ne moremo razdeliti na koncˇno mnogo enakih intervalov, ki so pitagorejske
oblike (x : x+1|x ∈ Z). Cˇe noti z osnovno frekvenco f dodajamo cele tone z razmer-
jem (8 : 9), ne bomo nikoli dobili nove note s frekvenco 2f , 3f , 4f itd. Kakorkoli,
cˇe noti dodamo 6 celih tonov, dobimo skoraj njeno oktavo:(
9
8
)6
f ≈ 2.0273f > 2f.
Cˇe 6 celih tonov dodamo noti z osnovno frekvenco, precˇkamo njeno oktavo, kar
imenujemo pitagorejska pika. (
9
8
)6
2
= 1.0136432...
Zaradi znacˇilnosti pitagorejskih intervalov se je pojavila potreba po uvedbi novega
sistema. Do danes se je ohranil sistem, ki ga je uvedel Johann Sebastian Bach,
to je delitev oktave na 12 poltonov. Iz razmerja za oktave, tj. 1 : 2, je bilo ostale
intervale lahko dolocˇiti. Cel ton, ki je bil prej dolocˇen z 9
8
= 1.125, je bil sedaj dolocˇen
z dvema poltonoma (vsak izrazˇen z 12
√
2), tako dobimo numericˇno vrednost celega
tona: 12
√
2 · 12√2 ≈ 1.225. Kvinta je bila definirana s sedmimi poltoni in zato malo
manjˇsa kot pitagorejska kvinta. Kvarta pa je bila definirana s petimi poltoni in zato
nekoliko vecˇja kot pitagorejska kvarta. Tezˇava, ki nastane pri tej delitvi na sistem
12 poltonov, je, da cˇlovesˇko uho lepsˇe sliˇsi cˇiste pitagorejske intervale. Intervala
2
12-poltonskega sistema se ne da izraziti z razmerjem, saj je 12
√
2 iracionalno sˇtevilo,
tako smo s tem sistemom, ki ga danes uporabljamo za igranje insˇtrumentov, izgubili
povezavo med matematiko in glasbo, ki so jo poznali anticˇni Grki.
2.2. Fibonaccijeva sˇtevila in zlati rez v glasbenih kompozicijah. Znano je,
da se Fibonaccijevo zaporedje in zlati rez pojavljata v naravi in razlicˇnih umetno-
stnih delih. V naravi opazimo Fibonaccijevo zaporedje pri storzˇu, ananasu, soncˇnici,
rozˇah in drugih rastlinah. Najbolj znano umetnostno delo, v katerem najdemo Fi-
bonaccijevo zaporedje in zlati rez, je Mona Lisa slikarja Leonarda da Vincija. Manj
znano je, da se Fibonaccijeva sˇtevila in teorija zlatega reza pojavljajo tudi v glasbi.
V glasbi sta zelo pomembna ritem in melodija, v njiju pa se pogostokrat kazˇejo
matematicˇni vzorci, kot bomo videli na primerih, tudi zlati rez.
Slika 1. Zlati rez
Fibonaccijevo zaporedje se imenuje po srednjevesˇkem matematiku Leonardu iz
Pize Fibonacciju. To neskoncˇno zaporedje dobimo tako, da sesˇtejemo prejˇsnja dva
cˇlena in s tem dobimo naslednji cˇlen. Pri tem sta prva dva cˇlena enaka 1. Formula
se glasi:
fn = f(n) =

1; n = 1
1; n = 2
f(n− 2) + f(n− 1); n > 2
Dobimo torej zaporedje 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, ... Pomembna ugotovitev je,
da Fibonaccijeva razmerja v tem zaporedju konvergirajo proti sˇtevilu, ki se imenuje
zlati rez (φ = 1+
√
5
2
= 1.6180339887), ki je bil tudi zˇe zaigran (glej [10]). Bolj znana
je geometrijska interpretacija zlatega reza. Zlati rez lahko ponazorimo z razdelitvijo
daljice na dva neenaka dela tako, da je razmerje celotne dolzˇine daljice proti vecˇjemu
enako razmerju vecˇjega dela proti manjˇsemu. Slika 1 prikazuje Fibonaccijevo zapo-
redje. Razmerje zaporednih cˇlenov tega zaporedja konvergira proti zlatemu rezu. To
razmerje se uporablja tako v likovni umetnosti kot tudi v glasbenih kompozicijah.
Zlati rez se v glasbi uporablja za ritmicˇne spremembe in za razvoj melodije. Primere
uporabe lahko najdemo v Schillingerjevem sistemu glasbene kompozicije ali v delu
Glasba za godala, tolkala in cˇelesto skladatelja Be´le Barto´ka, v katerem vrh dosezˇe
v taktu 55 od 89.
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Zelo znan primer je refren Aleluja v Handlovem Mesiji. Medtem ko celotno delo se-
stoji iz 94 taktov, se en najpomembnejˇsih dogodkov zgodi v taktih 57 in 58 (King of
Kings), takoj po 8
13
celotnega dela. Sˇe vecˇ, v obeh posameznih delih lahko najdemo
podobno strukturo. Po 8
13
prvih 57 taktov, to je v taktu 34, se pojavi nova tema
(The kingdom of this world). Takoj po 8
13
drugih 37 taktov, tj. v taktu 79, se pojavi
solo trobent (And he shall reign...). Glej slike 2, 3 in 4. Ne ve se, ali je Handel ta
mesta, ki ustrezajo zlatemu rezu, izbral namenoma ali nakljucˇno. Ta primer je lep
dokaz, da se zlati rez ne pojavlja le v vizualni umetnosti, ampak tudi v glasbeni
umetnosti.
Druga sˇtudija je pokazala, da v skoraj vseh Mozartovih sonatah za klavir razmerje
med ekspozicijo, razvojem in reprizo ustreza razmerju zlatega reza. Cˇeprav obsta-
jajo dokazi, ki kazˇejo na to, da je imel Mozart rad matematiko, ne vemo, ali je
razmerje zlatega reza uporabil zavestno ali ne.
Slika 2. Handlova Aleluja, takti 56–59
Slika 3. Handlova Aleluja, takti 33–38
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Slika 4. Handlova Aleluja, takti 76–79
2.3. 8-tonska lestvica. Oktava je interval med zacˇetnim tonom s frekvenco f
in tonom z 2-krat viˇsjo frekvenco 2f . Oktava vsebuje 13 not, ki tvorijo kro-
maticˇno lestvico: C,C],D,D],E, F, F ],G,G],A,A],H,C. Interval med dvema
notama v kromaticˇni lestvici je poltonski interval. Celotonski interval je 2-krat
poltonski interval. Durove in molove lestvice so sestavljene iz 8 tonov oktave, ki
zajemajo poltonske in celotonske intervale. C-durova lestvica je sestavljena iz to-
nov: C,D,E, F,G,A,H,C. Na klaviaturi je v oktavi 8 belih tipk in 5 cˇrnih tipk,
cˇrne tipke so po skupinah 2 in 3 (glej sliko 5). V C-durovi lestvici je osnovni akord
C,E,G, to so note 1, 3, 5 v lestvici in ravno Fibonaccijeva sˇtevila.
Slika 5. Klaviatura
2.4. Izdelava insˇtrumentov. Zanimivo je, da so tudi insˇtrumenti izdelani v raz-
merju zlatega reza. Stradivariusova violina je zelo dragocen in vreden insˇtrument
zaradi izrednih tonskih in harmonicˇnih kvalitet, ki jih je dosegel z razmerji zlatega
reza. Poglejmo si sliko 6, kjer veljajo razmerja:
a1 + a2
a2
=
a2
a1
=
b2
b1
=
b2
c2
=
c2
c1
= φ.
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Slika 6. Stradivariusova violina
2.5. Fibonaccijeva kompozicija za klavir. V Fibonaccijevi kompoziciji za kla-
vir se pojavlja Fibonaccijevo zaporedje (glej notni zapis na sliki 7). Melodija je
sestavljena iz not 1, 1, 2, 3, 5, 8, ponekod sta dodani sˇe noti 13 in 21. Skladba je
dolga 13 taktov in je strukturirana v fraze narasˇcˇajocˇe dolzˇine, sestavljena je iz
taktov 1, 1, 2, 3, 5. V prvem taktu se pojavi motiv, ki se v drugem taktu invertiran
ponovi. Potem prvicˇ nastopi tema, ki traja 2 takta in se nato ponovi v naslednjih
3 taktih z dodanimi basi. Koncˇna fraza traja 5 taktov, skladba se nato zakljucˇi
s taktom, ki posnema prvi motiv. V prvem taktu se pojavijo note vse do 21 v
Fibonaccijevem zaporedju. V taktu 3 se pojavi narasˇcˇajocˇe in padajocˇe zaporedje
not 1, 1, 2, 3, 5, 8, 5, 3, 2, 1. V 7. taktu je uporabljena nota Fis, ki je ni v Fibonac-
cijevem zaporedju, imenujemo jo nota presenecˇenja. Je edina nota, ki ne ustreza
Fibonaccijevem zaporedju in zveni, kot da ne bi bila na pravem mestu. V drugi dobi
12. takta je skladatelj namesto zaporedja 1, 3, 5, 8 uporabil zaporedje 3, 1, 5, 3, 8, ki
se prav tako dobro sliˇsi, saj se razvija harmonija. Takt 11 se zacˇne s padajocˇim
zaporedjem not v C-duru, to je sˇtevilo 1, izrazˇeno s Fibonaccijevimi sˇtevili. V drugi
polovici takta se kompozicija nadaljuje v D-duru, ki ustreza sˇtevilu 2 v Fibonaccije-
vem zaporedju. Nato v prvi polovici 12. takta nastopi E-dur (3) in v drugi polovici
sˇe G-dur (5). Skladba ima z zaporedjem 1, 1, 2, 3, 5, 8 narasˇcˇajocˇ znacˇaj in deluje,
kot bi se glasba ves cˇas razvijala. Kljub temu, da je skladba sestavljena iz samih
Fibonaccijevih not (razen ene, tj. Fis, ki nastopi v 7. taktu), je pestra in dinamicˇna
ter daje vtis, da se ves cˇas nekaj dogaja.
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Slika 7. Fibonaccijeva kompozicija
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2.6. Matematika v glasbi: umetniˇski pogled na matematiko. Matematicˇni
vzorci v zvoku, harmoniji in kompoziciji vzpodbujajo zanimanje matematikov za
glasbo. Ne velja pa obratno, glasbeniki ne kazˇejo enakega zanimanja za matema-
tiko, kot ga kazˇejo matematiki za glasbo. Cˇe pogledamo glasbo in matematiko, je
pomembna lastnost, ki povezuje ti dve disciplini, kreativnost. Glasbeniki so kre-
ativni pri ustvarjanju melodij in izjemnih harmonij, medtem ko matematiki iˇscˇejo
enostavne, elegantne dokaze. Podobnost med disciplinama najdemo tudi v tem, da
so obcˇutki pri resˇevanju matematicˇnih problemov podobni kot pri igranju glasbe-
nega dela. Henle (1996) je primerjal zgodovino glasbe z zgodovino matematike na
osnovi treh argumentov:
(1) Matematika ima veliko lastnosti umetnosti.
(2) V matematiki opazimo umetnostna obdobja: renesanso, barok, klasiko, ro-
mantiko.
(3) Ta obdobja se lepo ujemajo in delijo veliko lastnosti z glasbenimi obdobji,
vendar se bistveno razlikujejo od slikanja in literature.
Na podlagi konceptov dualizma (barok), univerzalnosti (klasika) in vecˇnosti (roman-
tika) je pokazal na vzporednice med evolucijo matematike in glasbe. Henle je izpo-
stavil dejstvo, da bi bilo matematiko bolje ucˇiti na bolj glasbeni nacˇin. Sˇtudentje naj
bi matematiko delali skupaj (kot to pocˇnejo profesionalni matematiki) in ne sami.
Sˇtudentje bi lahko matematiko prikazali, jo zapeli in jo odplesali, saj je matematika
nekaj zˇivega. Tako bi lahko npr. z zdruzˇevanjem sˇtudentov prikazali, kako dobimo
zaporedne cˇlene Fibonaccijevega zaporedja.
3. Transpozicije in inverzije
Naj bo Z12 = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11} grupa ostankov pri deljenju z 12. Spo-
mnimo se, da njene elemente sesˇtevamo po modulu 12.
Definicija 3.1. Naj bo n element grupe Z12. Potem je funkcija Tn : Z12 7→ Z12
definirana s formulo Tn(x) = x+ n (mod 12), transpozicija za n.
Poglejmo si nekaj primerov za T2 : Z12 7→ Z12:
T2(3) = 3 + 2 = 5
T2(4) = 4 + 2 = 6
T2(5) = 5 + 2 = 7
T2(10) = 10 + 2 = 0
T2(11) = 11 + 2 = 1
In nekaj primerov za T5 : Z12 7→ Z12:
T5(3) = 3 + 5 = 8
T5(6) = 6 + 5 = 11
T5(7) = 7 + 5 = 0
T5(10) = 10 + 5 = 3
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Definicija 3.2. Naj bo n element grupe Z12. Potem je funkcija In : Z12 7→ Z12
definirana s formulo In(x) = −x+ n (mod 12), inverzija okrog n.
Nekaj primerov za I0 : Z12 7→ Z12:
I0(1) = 11
I0(4) = 8
I0(6) = 6
In nekaj primerov za I7 : Z12 7→ Z12:
I7(3) = −3 + 7 = 4
I7(7) = −7 + 7 = 0
I7(9) = −9 + 7 = 10
Glasbeni teoretiki in skladatelji radi transponirajo in invertirajo cele akorde. Kot
primer lahko C-durov akord {C,E,G}, ki ustreza mnozˇici {0,4,7}, transponiramo
za 7 korakov. Dobimo:
T7{0, 4, 7} = {T7(0), T7(4), T7(7)} = {0 + 7, 4 + 7, 7 + 7} = {7, 11, 2}.
Opazimo, da smo s to transpozicijo iz C-durovega akorda dobili G-durov akord.
Transpozicija vedno ohrani predznak, tj. iz dura dobimo dur in iz mola dobimo
mol. Pri tem definiramo predznak dura kot sgn(dur) = 1 in predznak mola kot
sgn(mol) = −1. Poglejmo si sˇe inverzijo. C-durov akord, ki ga zapiˇsemo kot
{0,4,7}, invertirajmo okrog 3. Dobimo:
I3{0, 4, 7} = {I3(0), I3(4), I3(7)} = {−0+3,−4+3,−7+3} = {3, 11, 8} = {8, 11, 3}.
Opazimo, da smo s to inverzijo iz C-durovega akorda dobili Gis-molov akord. In-
verzija spremeni predznak, tj. iz dura dobimo mol in obratno, iz mola dobimo
dur. Podobno lahko invertiramo urejeno zaporedje not iz Haydnove Simfonije pre-
senecˇenja, cˇeprav Haydn tega ni naredil. Zaporedje tonov, ki tvorijo neko melodijo,
raje zapiˇsemo med zasˇiljene oklepaje, kjer je vrstni red pomemben.
I0〈0, 0, 4, 4, 7, 7, 4, 5, 5, 2, 2, 11, 11, 7〉 = 〈0, 0, 8, 8, 5, 5, 8, 7, 7, 10, 10, 1, 1, 5〉.
Johann Sebastian Bach je napisal dve knjigi s 24 preludiji in fugami. Fuga je lep
primer, kjer se zacˇetna tema, imenovana subjekt, ponovi v razlicˇnih oblikah skozi
celotno skladbo. S pomocˇjo transpozicij in inverzij, ki se pojavljajo v vsaki fugi, do-
bimo razlicˇne oblike osnovnega subjekta. V nadaljevanju bomo analizirali Bachovo
Fugo sˇt. 6 v d-molu iz knjige Dobro uglasˇen klavir. Subjekt fuge (vijolicˇni okvir na
sliki 8) je notno zaporedje:
〈D,E, F,G,E, F,D,C],D,H[,G,A〉 = 〈2, 4, 5, 7, 4, 5, 2, 1, 2, 10, 7, 9〉.
Oznacˇimo ta segment s P . Zanimivo je, da je subjekt sestavljen iz 12 not. V taktu
3 (oranzˇni okvir) drug glas zapoje melodijo:
〈A,H,C,D,H,C,A,G],A, F,D,E〉 = 〈9, 11, 0, 2, 11, 0, 9, 8, 9, 5, 2, 4〉.
Opazimo, da med tem notnim zaporedjem (segmentom) in subjektom P obstaja
povezava, saj je ta segment ravno T7P . Nadalje se v 8. taktu (zeleni okvir) subjekt
pojavi v obliki
〈E,F,G,A, F,H[,G, F],G,E[, C],D〉 = 〈4, 5, 7, 9, 5, 10, 7, 6, 7, 3, 1, 2〉,
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ki pa se ne ujema povsem. Prvih 5 not je skoraj iz T2P , naslednjih 5 not je iz T5P ,
prav tako je tudi zadnja nota iz T5P , enajsta nota pa se ne ujema. V nadaljevanju
se v 13. taktu (modri okvir) pojavi segment:
〈A,H,C],D,H,C],A,G],A, F,D,E〉 = 〈9, 11,1, 2, 11,1, 9, 8, 9, 5, 2, 4〉.
To je podobno T7P kot zgoraj, razen oznacˇenih enic. V nadaljevanju skladbe se v
taktih 17 (rumeni okvir), 18 (temno zeleni okvir) in 21 (svetlo modri okvir) pojavijo
sˇe notna zaporedja:
〈A,H,C,D,H,C], A,G],A, F,D,E〉 = 〈9, 11, 0, 2, 11,1, 9, 8, 9, 5, 2, 4〉,
〈A,H,C],D,H,C,A,G],A, F,D,E〉 = 〈9, 11,1, 2, 11, 0, 9, 8, 9, 5, 2, 4〉,
〈A,H,C],D,H,C],A,G],A, F,D,E〉 = 〈9, 11,1, 2, 11,1, 9, 8, 9, 5, 2, 4〉.
Vsi ti segmenti so T7P , razen oznacˇenih enic. Interval 7 poltonov je v zahodni glasbi
zelo pomemben in se imenuje cˇista kvinta. Opazimo, da se v prvi polovici skladbe
transpozicija za cˇisto kvinto zgodi 4-krat. V splosˇnem ima veliko fug to lastnost.
Ugotovili smo, da se v fugi pojavlja transpozicija, za analizo inverzije si poglejmo
takta 14 (roza okvir) in 22 (rdecˇi okvir).
〈E,D,C],H,D,C], E, F,E,A,C,H[〉 = 〈4, 2, 1, 11, 2, 1, 4, 5, 4,9,0,10〉,
〈E,D,C],H,D,C], E, F,E,G,H[,A〉 = 〈4, 2, 1, 11, 2, 1, 4, 5, 4,7,10,9〉.
Ta dva segmenta sta skoraj enaka, razen zadnjih treh not. Opazimo tudi, da sta
prvi dve noti E,D enaki kot v P , le vrstni red je zamenjan. Tudi zadnje tri note
v taktu 22 so enake zadnjim trem notam iz P , tudi tu je vrstni red zamenjan. Cˇe
izracˇunamo inverzijo I6P , dobimo:
〈4, 2, 1, 11, 2, 1, 4, 5, 4, 8, 11, 9〉,
ki se skoraj ujema s taktoma 14 in 22, le zadnje tri note so zamenjane, da je melodija
bolj zanimiva. Spoznanje, da se subjekt tekom skladbe pojavlja s transpozicijami in
inverzijami, je v pomocˇ glasbenikom, saj opazijo vzorce in povezave med razlicˇnimi
deli skladbe ter jo zato lazˇje izvajajo.
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Slika 8. Bachova fuga, takti 1–19
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Slika 9. Bachova fuga, takti 20–38
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Slika 10. Bachova fuga, takti 39–41
4. Linijski kontra ples
Linijski kontra ples se plesˇe v dveh vrstah plesalcev, ki so obrnjeni en proti dru-
gemu, zato se ta ples vcˇasih imenuje tudi kontra ples. Obe vrsti plesalcev in plesalk
skupaj tvorita mnozˇico. Na eni strani te mnozˇice stoji vodja, ki napoveduje, katere
plesne figure naj plesalci odplesˇejo. Na isti strani mnozˇice je postavljena tudi sku-
pina, ki izvaja glasbo. Del mnozˇice, kjer se nahajata vodja in skupina, imenujemo
vrh. Drugi del imenujemo dno. Na diagramih, ki sledijo, je vrh mnozˇice vedno
postavljen na levo stran. Plesalko bomo oznacˇili s krogom, plesalca s kvadratom.
Slika 11. Mnozˇica 8 parov plesalcev in plesalk
Slika 12. Mnozˇica 8 parov v nepravilni formaciji, razdeljeni v 4 skupke
Plesalci in plesalke na sliki 12 niso postavljeni le v pare, ampak tudi razdeljeni
v 4 skupke. Skupek vcˇasih imenujemo tudi dvojna podmnozˇica, saj sta v vsakem
izmed njih dva plesna para. Par, ki je pri vrhu skupka, oznacˇimo z belo barvo. Par,
ki je na njegovem dnu, s cˇrno barvo.
13
Vsaka plesalka plesˇe s 3 osebami: s svojim partnerjem, ki ji stoji nasproti, s sosedom,
ki ima isto vlogo kot njen partner, in s sosedovo plesalko. Kontra ples je zaporedje
plesnih figur plesalcev znotraj skupka. Plesalci oz. plesalke s figurami bodisi za-
menjajo bodisi ohranijo svoje mesto. Zahtevamo sˇe, da so vsa mesta v skupku na
zacˇetku in koncu figur zasedena. Primer figure je zvezda v levo za 3
4
kroga. Plesno
figuro plesalca in plesalki v skupku izvedejo tako, da z levo roko primejo roko dru-
gega in se nato zavrtijo za 3
4
kroga. Lahko tudi recˇemo, da se je prvoten skupek
zavrtel za kot 270◦ v nasprotni smeri urinega kazalca (glej sliko 13).
Slika 13. Plesna figura zvezda v levo za 3
4
Vsaka plesna figura ima cˇas trajanja izvedbe, ki se meri v udarcih. Udarci, ki
jih igra skupina, se ujemajo z udarci, na katere stopajo plesalci. Obicˇajno je kontra
ples dolg 64 udarcev, vecˇina plesnih figur je deljiva s sˇtevilom 4 in ni daljˇsa od 16
udarcev.
Cilj plesalcev v kontra plesu je, da napredujejo. To se najvecˇkrat zgodi tako, da
plesalci, ki so na vrhu in na dnu skupka, zamenjajo svoja mesta (glej sliko 14).
Slika 14. (a) zacˇetni polozˇaj, (b) po zaporedju plesnih figur pari na
vrhu in na dnu skupka zamenjajo svoja mesta, (c) ustvarijo se novi
skupki in ples se ponovi
Po tej zamenjavi se tvorijo novi skupki plesnih parov, kjer se zaporedje figur po-
novi. To se ponavlja priblizˇno 15 min oz. toliko cˇasa, dokler vsak par ne plesˇe z
vsakim plesnim parom v mnozˇici.
4.1. Kontra ples in teorija grup. Najpogostejˇse plesne figure v kontra plesu so
rotacija plesalcev v krogu, menjava plesalcev na diagonali in menjave parov plesal-
cev. Iz tega razloga je najboljˇsi teoreticˇni model za kontra ples diedrska grupa D4. Z
drugimi besedami: vsako plesno figuro lahko opiˇsemo s simetrijo kvadrata. Diedrska
grupa D4 je:
D4 = 〈r, s|r2 = s4 = e, rs3 = sr〉,
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kjer je r zrcaljenje kvadrata cˇez njegovo navpicˇno os simetrije, s pa ustreza rota-
ciji kvadrata za 90◦ v nasprotni smeri urinega kazalca. Diedrsko grupo lahko sˇe
drugacˇe zapiˇsemo kot D4 = {rksl|k = 0, 1 in l = 0, 1, 2, 3}, saj lahko vsa zrcaljenja
v poljubnem produktu (besedi) prenesemo pred rotacije. Poglejmo si primer.
Primer 4.1. Imejmo besedo w = r5sr2s3. Z uporabo pravila sr = rs3 preuredimo
besedo tako, da imamo vsa zrcaljenja na prvem mestu in vse rotacije na drugem
mestu. Dobimo w = r5sr2s3 = r5rs3rs3 = r6s2rs3s3 = r6srs3s6 = r6rs3s9 = r7s12.
To velja v splosˇnem za vsako besedo: w = rk1sl1rk2sl2 ...rkmslm = rksl.
Definicija 4.2. Diedrska grupa D4 predstavlja plesno figuro v kontra plesu tako, da
vsak element diedrske grupe D4 permutira ogliˇscˇa kvadrata tako, kot plesne figure
permutirajo plesalce v skupku.
Trditev 4.3. Napredek v kontra plesu je v izrazˇavi z diedrsko grupo D4 enak zrca-
ljenju r.
Posledica trditve je, da je za napredek v kontra plesu potrebno liho sˇtevilo zrca-
ljenj. Naj bo C4 podgrupa rotacij grupe D4, torej C4 ⊂ D4. Pri tem lahko C4
zapiˇsemo kot C4 = {e, s, s2, s3} = {sl|l = 0, 1, 2, 3}.
Posledica 4.4. Za napredek v kontra plesu je potrebno, da nastopi liho sˇtevilo figur,
ki niso elementi grupe C4, tj. ciklicˇne podgrupe sˇtirih elementov na D4.
Dokaz. Figure, ki so elementi D4 − C4, so zrcaljenja:
rs0(= r), rs, rs2, rs3.
Za napredek kontra plesa po trditvi 4.3 potrebujemo zrcaljenje r. Ker se dve zrca-
ljenji zmnozˇita v rotacijo, je za napredek potrebno liho sˇtevilo figur iz D4−C4. 
Koreografi so ugotovili, da je nemogocˇe zapisati ples, ki ima natanko 8 figur, ki
ustrezajo natanko vsem elementom iz grupe D4. Povzemimo to v naslednji trditvi.
Posledica 4.5. V kontra plesu ni napredka, cˇe se vsak element grupe D4 pojavi
natanko enkrat.
Dokaz. Vsi elementi grupe D4 so:
r0s0, r0s1, r0s2, r0s3, r1s0, r1s1, r1s2, r1s3.
Cˇe na kvadratu uporabimo vsak element natanko enkrat, dobimo nazaj zacˇetno
postavitev plesalcev, zato ni napredka. 
Posledica 4.4 omogocˇa koreografom, da brez uporabe teorije grup ugotovijo, ali
kontra ples napreduje ali ne. Lahko je dolocˇiti, ali je figura v C4 ali ne. Elementi v
D4−C4 predstavljajo figure, kjer oba para plesalcev zamenjata polozˇaja v isti smeri
ali kjer en par plesalcev zamenja mesto po diagonali, drugi par pa ostane na svojem
mestu.
Poglejmo si figuro ”polovica osmice”, ki je prikazana na sliki 15. Te figure ne
moremo predstaviti z nobenim elementom grupe D4. Ta figura in njej podobne ne
nastopajo pogosto v modernih kontra plesih, kot to velja za figure, predstavljive
z grupo D4. To figuro lahko opiˇsemo z grupo S4, tj. grupo permutacij na sˇtirih
objektih. Cˇe plesne figure razsˇirimo na S4, opazimo naslednje dejstvo.
15
Slika 15. Plesna figura ”polovica osmice”
Trditev 4.6. Kontra ples ne more vsebovati natanko ene figure, ki je predstavljena
z elementom S4 −D4.
Dokaz. Pokazati zˇelimo, da za x = al...a2a1, y = bk...b2b1 ∈ D4 in g ∈ S4 −D4 velja
xgy 6= r. Predpostavimo, da velja xgy = r, kar pomeni, da kontra ples vsebuje
natanko eno figuro, ki je predstavljena z elementom g ∈ S4 − D4. Ker imata x
in y inverza v D4, velja x
−1xgyy−1 = x−1ry−1 ∈ D4 in zato g ∈ D4, kar pa je v
protislovju z nasˇo hipotezo.

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5. Matematika v ljudskih plesih
Za ljudski ples je znacˇilno:
(1) Ples tvorijo sˇtirje razvoji.
(2) Vsak razvoj je sestavljen iz figur oz. slik, ki jih odplesˇejo plesalci, to so npr.
slike ’naprej in nazaj’, ’desnorocˇna zvezda’, ’promenada’ itd.
(3) Na koncu vsakega razvoja so mesta plesalcev glede na prvotna mesta zame-
njana. Te transformacije imajo dva ucˇinka:
a) nekateri ali vsi plesalci zamenjajo svoja mesta,
b) nekateri ali vsi plesalci so v parih z novimi plesalci.
(4) Ko se ples koncˇa, je vsak na svojem prvotnem mestu s svojim partnerjem.
Poglejmo si nekatere matematicˇne notacije, ki jih bomo uporabljali v nadaljevanju.
Naj bo M = {m1,m2,m3,m4} mnozˇica sˇtirih plesalcev in W = {w1, w2, w3, w4}
mnozˇica sˇtirih plesalk, P = {1, 2, 3, 4} pa naj bo mnozˇica mozˇnih polozˇajev plesalk
in plesalcev. Dobimo par funkcij µ : M → P in ω : W → P , kjer je µ(mi) polozˇaj
plesalca mi in ω(wi) polozˇaj plesalke wi za i = 1, 2, 3, 4.
Primer 5.1. Dogovorimo se, da plesalec mi in plesalka wi na zacˇetku plesa stojita
na i-tem mestu (za i = 1, 2, 3, 4). To postavitev dolocˇata funkciji µ(mi) = i in
ω(wi) = i in se imenuje osnovni polozˇaj. Mozˇnih je vecˇ izbir, mi se bomo osredotocˇili
na kvadratne formacije, v katerih se sˇtirje pari razporedijo po stranicah kvadrata
(glej sliko 16). Oznacˇevali jih bomo v nasprotni smeri urinega kazalca.
Slika 16. Osnovni polozˇaj plesalcev in plesalk na stranicah kvadrata
Primer 5.2. Cˇe bi mosˇki ostali na prvotnih mestih in bi se zˇenske ciklicˇno pre-
stavljale med mesti 1, 3, 4, 2, bi bile funkcije, ki opisujejo mesta plesalcev in plesalk
naslednje:
µ =

m1 7→ 1
m2 7→ 2
m3 7→ 3
m4 7→ 4
 in ω =

w1 7→ 3
w2 7→ 1
w3 7→ 4
w4 7→ 2
 .
Na sliki 17 lahko vidimo, kako so plesalci in plesalke razporejeni na stranicah kva-
drata.
Smiselno je zahtevati, da ob koncu razvoja dva plesalca hkrati nista na istem
mestu. Isto velja za dve plesalki. Ker je prostih mest ravno toliko kot parov, je
funkcija med M (oz. W) in P ravno bijekcija.
Definicija 5.3. Ureditev parov je urejen par funkcij (µ, ω), v katerem sta obe
funkciji µ : M → P in ω : W → P bijekciji.
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Slika 17. Postavitev plesalcev in plesalk na stranicah kvadrata
Sedaj formalizirajmo izraz razvoj. To je zaporedje figur, ki jih izvedejo plesalci
in plesalke.
Definicija 5.4. Razvoj je urejen par funkcij (σ, τ), v katerem sta obe funkciji
σ : P → P in τ : P → P bijekciji. Cˇe je σ(i) = j, potem razvoj premakne plesalca
na i-tem mestu na mesto j. Podobno, cˇe je τ(i) = j, potem razvoj premakne
plesalko na i-tem mestu na mesto j.
Primer 5.5. Razvoj, ki premakne plesalce iz osnovnega polozˇaja na mesta iz
prejˇsnjega primera, lahko opiˇsemo s funkcijami:
σ =

1 7→ 1
2 7→ 2
3 7→ 3
4 7→ 4
 in τ =

1 7→ 3
2 7→ 1
3 7→ 4
4 7→ 2
 .
V splosˇnem, cˇe imamo dano ureditev in razvoj, dobimo novo ureditev s kompo-
zitumom funkcij. Za dano ureditev (µ, ω) in razvoj (σ, τ) je nova ureditev enaka
(σ ◦ µ, τ ◦ ω).
Primer 5.6. Cˇe zacˇnemo z ureditvijo (µ, ω) iz primera 5.2 in razvojem (σ, τ), kjer
sta σ in τ enaka:
σ =

1 7→ 3
2 7→ 2
3 7→ 4
4 7→ 1
 in τ =

1 7→ 4
2 7→ 3
3 7→ 2
4 7→ 1
,
potem novo ureditev (µ′, ω′) sestavljata funkciji:
µ′ = σ ◦ µ =

m1 7→ 3
m2 7→ 2
m3 7→ 4
m4 7→ 1
 in
ω′ = τ ◦ ω =

w1 7→ 2
w2 7→ 4
w3 7→ 1
w4 7→ 3
 .
Na sliki 18 si poglejmo ureditev plesalcev in plesalk na stranicah kvadrata za kom-
pozitum funkcij.
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Slika 18. Postavitev plesalcev in plesalk na stranicah kvadrata za
kompozitum funkcij
Funkcije v razvojih bijektivno preslikajo mnozˇico P samo vase in jih imenujemo
permutacije.
Primer 5.7. Predpostavimo, da je σ : P → P permutacija, definirana kot:
1 7→ 3
2 7→ 2
3 7→ 4
4 7→ 1
Zapiˇsimo permutacijo σ s cikli. Velja σ(1) = 3, σ(3) = 4 in σ(4) = 1, torej dobimo
cikel (134). Vidimo tudi, da velja σ(2) = 2, torej dobimo cikel (2). Permutacijo σ
zapiˇsemo v ciklicˇni obliki s σ = (134)(2). Cikel (a1, ..., an) dolzˇine n imenujemo n-
cikel, kjer je n ≥ 1. Permutacija σ = (134)(2) je sestavljena iz enega 3-cikla in enega
1-cikla, zato pravimo, da je tipa [31, 11], kjer nk oznacˇuje k n-ciklov. Mnozˇica P s
4 elementi ima 4! = 24 mozˇnih permutacij, ki jih razdelimo na 5 razlicˇnih ciklicˇnih
tipov permutacij, to so [41], [31, 11], [22], [21, 12] in [14].
Definicija 5.8. Negibna (fiksna) tocˇka funkcije f : X → X je tocˇka iz defini-
cijskega obmocˇja, ki jo funkcija preslika samo vase. Tocˇka x0 ∈ X je negibna tocˇka
funkcije f , cˇe velja f(x0) = x0.
Definicija 5.9. Naj bosta σ, τ : P → P permutaciji. Razvoj (σ, τ) je dopusten,
cˇe sta obe permutaciji σ in τ brez negibnih tocˇk.
Negibne tocˇke ustrezajo 1-ciklom, torej permutacije, ki tvorijo dopustne razvoje,
ne vsebujejo 1-ciklov. Cˇe pogledamo 5 mozˇnih ciklicˇnih tipov, temu ustrezata le
dva:
(1) ciklicˇni tip [41] nam da 6 permutacij:
(1234), (1243), (1324), (1342), (1423), (1432);
(2) ciklicˇni tip [22] nam da 3 permutacije:
(12)(34), (13)(24), (14)(23).
Pri konstrukciji zaporedij razvoja z lastnostjo RPRM (razlicˇni partnerji, razlicˇna
mesta), kar v anglesˇcˇini imenujemo DPDP (Different partners, different places),
lahko tako permutacije izbiramo le med navedenimi 9 permutacijami. Opazujmo
ples sˇtirih parov, ki je sestavljen iz sˇtirih razvojev (σ1, τ1), (σ2, τ2), (σ3, τ3) in (σ4, τ4)
permutacij σ1, σ2, σ3, σ4 in τ1, τ2, τ3, τ4. Prvo izmed zaporedij opiˇse, kako mosˇki me-
njajo mesta v plesu, drugo zaporedje opiˇse, kako zˇenske menjajo mesta v plesu. Cˇe
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sta dani dve permutaciji σ1 in σ2, je tudi kompozitum σ2σ1 permutacija na P . Cˇe
pogledamo s perspektive plesalca, kompozitum σ2σ1 dolocˇa mesta, kjer stojijo ple-
salci po koncu sestavljenega razvoja. Zapis σ2σ1(i) = j nam pove, da se plesalec, ki
je na zacˇetku plesa na mestu i, po dveh korakih razvoja prestavi na mesto j. Spo-
mnimo se, da kompozitum dveh funkcij ni komutativen, torej f ◦ g ni nujno enako
g ◦ f , zato enako velja tudi za permutacije. Poglejmo si primer.
Primer 5.10. Naj bosta σ1 = (1234) in σ2 = (12)(34). Potem sta kompozituma
σ2σ1 = (1)(24)(3) in σ1σ2 = (13)(2)(4), torej je σ2σ1 6= σ1σ2.
Permutacija  : P → P , definirana z (i) = i za vsak i, se imenuje identicˇna
permutacija in velja σ = σ = σ za vse permutacije σ iz P . Naj velja σ−1(i) = j
natanko takrat, ko velja σ(j) = i. Potem je σσ−1 = σ−1σ = , kjer je σ−1 inverzna
permutacija. Cˇe je permutacija σ izrazˇena s ciklicˇnim zapisom, lahko njen inverz
σ−1 dobimo preprosto z obratnim vrstnim redom v vsakem ciklu. Imejmo primer
σ = (1234), z obratnim vrstnim redom sˇtevil v inverzu dobimo σ−1 = (4321), kar
lahko preuredimo v (1432). Cˇe se dogovorimo, da v ciklu najmanjˇsi cˇlen piˇsemo na
zacˇetek, iz σ = (1abc) dobimo σ−1 = (1cba). Recimo, da je kompozitum dopustnih
razvojev (σ1, τ1) in (σ2, τ2) dopustni razvoj. Tedaj ustreza pogoju, da plesalec za-
menja svoje mesto. Kot smo zˇe videli, mora biti permutacija za to, da vsi plesalci
zamenjajo svoja mesta, brez negibnih tocˇk. Da dosezˇemo sama razlicˇna mesta, je
potrebna sˇe dodatna zahteva. Naj bo (µ, ω) zacˇetna ureditev, na kateri uporabimo
oba razvoja. Dobimo novo ureditev (σ2σ1µ, τ2τ1ω). Pogoj o razlicˇnih mestih zah-
teva, da se po dveh korakih razvoja noben plesalec in nobena plesalka ne vrneta
nazaj na prvotno mesto. To pomeni, da morata biti permutaciji σ2σ1 in τ2τ1 brez
negibnih tocˇk.
Lema 5.11. Naj bosta α in β permutaciji iz P , ki sta brez negibnih tocˇk. Permu-
tacija βα je brez negibnih tocˇk, cˇe in samo cˇe velja ena izmed spodnjih trditev:
(1) α = (1abc) in β = α ali α2.
(2) α = (1a)(bc) in β ∈ {(1bac), (1cab), (1b)(ac), (1c)(ab)}.
Dokaz. Ker je α brez negibnih tocˇk, lahko zapiˇsemo α = (1abc) ali (1a)(bc) za neko
izbiro a, b, c iz {2, 3, 4}. Poglejmo si najprej primer, ko je α oblike (1abc). Ker je
β brez negibnih tocˇk, je ena izmed naslednjih 9 permutacij: (1abc), (1acb), (1bac),
(1bca), (1cab), (1cba), (1a)(bc), (1b)(ac), (1c)(ab). Sedaj bi lahko preverili vsako
izmed mozˇnosti za β in ugotovili, ali je βα brez negibnih tocˇk. Hitro lahko izlocˇimo
nekatere izmed mozˇnosti. Cˇe je β cikel dolzˇine 4, oblike (...a1...) ali vsebuje cikel
(a1), potem ima permutacija βα negibno tocˇko, saj velja βα(1) = β(a) = 1. V teh
primerih torej βα ni brez negibnih tocˇk. Na enak nacˇin lahko iz β izlocˇimo pare
simbolov: ba, cb in 1c. Na ta nacˇin izlocˇimo vse permutacije razen β = (1abc) = α,
za katero dobimo βα = α2 = (1b)(ac) in β = (1b)(ac) = α2, za katero dobimo
βα = α3 = (1cba). V primeru, ko je α = (1a)(bc), za β izlocˇimo nekatere mozˇnosti.
V ciklih permutacije β ne zˇelimo, da se pojavijo nizi 1a, a1, bc in cb, saj dobimo v teh
primerih negibne tocˇke. Ostanejo nam 4 mozˇnosti za β, to so: (1bac), (1cab), (1b)(ac)
in (1c)(ab). Dobimo naslednje rezultate: v prvem primeru βα = (1bac)(1a)(bc) =
(1cab), v drugem primeru βα = (1cab)(1a)(bc) = (1bac), v tretjem primeru βα =
(1b)(ac)(1a)(bc) = (1c)(ab) in v cˇetrtem primeru βα = (1c)(ab)(1a)(bc) = (1b)(ac).

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Ker imata vsak plesalec in plesalka na voljo sˇtiri razlicˇna mesta (stranice kva-
drata), kjer se lahko nahajata, se po vecˇ kot sˇtirih permutacijah vsaj enkrat vrneta
na mesto, kjer sta zˇe bila. Zato nas bodo zanimala zaporedja sˇtirih permutacij, ki
zamenjajo plesalce in plesalke iz mesta na mesto brez ponovitev, vse do konca, ko
se vsi vrnejo na prvotna mesta. Opiˇsimo te pogoje z naslednjo definicijo.
Definicija 5.12. Zaporedje sˇtirih permutacij σ1, σ2, σ3, σ4 je kompatibilno, cˇe ve-
lja:
(1) da so za vsak i, kjer je 1 ≤ i ≤ 4, tiste izmed permutacij σi, σi+1σi in
σi+2σi+1σi, ki so definirane, brez negibnih tocˇk.
(2) σ4σ3σ2σ1 = .
Potreben, vendar ne zadosten, pogoj je, da je vsaka permutacija σi v kompatibil-
nem zaporedju σ1, σ2, σ3, σ4 brez negibnih tocˇk. S pomocˇjo leme 5.11 bomo videli, da
nam dodatne zahteve iz definicije zmanjˇsajo sˇtevilo mozˇnih kompatibilnih zaporedij
na nekaj razlicˇnih tipov.
Izrek 5.13. Zaporedje permutacij σ1, σ2, σ3, σ4 je kompatibilno, cˇe in samo cˇe je ene
izmed naslednjih oblik:
(1) σ1 = (1efg) = σ2 = σ3 = σ4.
(2) σ1 = (1efg), σ2 = σ4 = (1f)(eg) in σ3 = (1gfe).
(3) σ1 = σ3 = (1f)(eg), σ2 = (1efg) in σ4 = (1gfe).
(4) σ1 = σ3 = (1f)(eg) in σ2 = σ4 = (1e)(fg).
Dokaz. (⇐): Enostavno je videti, da so vsa zgornja zaporedja permutacij kompati-
bilna.
(⇒): Pokazati moramo sˇe, da je kompatibilno zaporedje permutacij enega izmed teh
4 tipov. Predpostavimo, da je zaporedje permutacij σ1, σ2, σ3, σ4 kompatibilno. Ker
je σ1 brez negibnih tocˇk, je oblike (1efg) ali (1f)(eg), kjer so e, f, g sˇtevila 2, 3, 4 v
nekem vrstnem redu.
(a) Cˇe je σ1 = (1efg), potem po lemi 5.11, kjer sta α = σ1 in β = σ2, sledi, da
je σ2 = (1efg) ali (1f)(eg).
(i) Cˇe je σ2 = (1efg), potem je σ2σ1 = (1f)(eg). Sedaj uporabimo lemo
5.11 dvakrat, da dobimo mozˇne vrednosti za β = σ3. Najprej zah-
tevajmo, da je α = σ2. Po lemi velja, da je β = σ3 = (1efg) ali
(1f)(eg). Za drugo uporabo naj bo α = σ2σ1 = (1f)(eg). Po lemi do-
bimo β = σ3 = (1efg), (1gfe), (1e)(fg) ali (1g)(ef). Samo permutacija
β = (1efg) ustreza obema zahtevama. Torej dobimo σ3 = (1efg).
(ii) Cˇe je σ2 = (1f)(eg), potem je σ2σ1 = (1gfe). Uporabimo lemo 5.11
dvakrat, kot v primeru (i), najprej z α = σ2 in nato z α = σ2σ1. Najprej
zahtevajmo, da je α = σ2. Po lemi velja, da je β = σ3 = (1efg), (1gfe),
(1e)(fg) ali (1g)(fe). Za drugo uporabo naj bo α = σ2σ1 = (1gfe). Po
lemi dobimo β = σ3 = (1gfe) ali (1f)(eg). V obeh primerih uporabe
zadosˇcˇa le ena permutacija, tj. β = σ3 = (1gfe).
Z danimi σ1, σ2, σ3 vidimo, da je σ4 enolicˇno dolocˇen s kompatibilnostnim
pogojem σ4σ3σ2σ1 = . Dobimo σ4 = (σ3σ2σ1)
−1. V primeru (i) dobimo
σ3σ2σ1 = (1efg)(1efg)(1efg) = (1gfe) in tako σ4 = (σ3σ2σ1)
−1 = (1efg).
V primeru (ii) dobimo σ3σ2σ1 = (1gfe)(1f)(eg)(1efg) = (1f)(eg) in tako
σ4 = (σ3σ2σ1)
−1 = (1f)(eg). Dela (i) in (ii) zgoraj nam data ravno (1) in
(2) del iz izreka 5.13.
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(b) Cˇe je σ1 = (1f)(eg), potem po lemi 5.11, kjer sta α = σ1 in β = σ2, sledi, da
je σ2 = (1efg), (1gfe), (1e)(fg) ali (1g)(ef).
(i) Cˇe je σ2 = (1efg), potem je σ2σ1 = (1gfe). Cˇe uporabimo lemo dvakrat,
prvicˇ z α = σ2 in drugicˇ z α = σ2σ1, dobimo β = σ3. V prvem primeru,
ko je α = σ2 = (1efg), po lemi velja, da je β = σ3 = (1efg) ali
(1f)(eg). V drugem primeru, ko je α = σ2σ1 = (1gfe), po lemi velja,
da je β = σ3 = (1gfe) ali (1f)(eg). V obeh primerih uporabe zadosˇcˇa
le ena permutacija, tj. β = σ3 = (1f)(eg). Izracˇunajmo sˇe σ4 z uporabo
formule σ4 = (σ3σ2σ1)
−1. Dobimo σ3σ2σ1 = (1f)(eg)(1efg)(1f)(eg) =
(1efg) in tako σ4 = (1gfe).
(ii) Cˇe je σ2 = (1gfe), potem zaradi simetrije e in g sledi, da je σ3 = (1f)(eg)
in σ4 = (1efg).
(iii) Cˇe je σ2 = (1e)(fg), potem je σ2σ1 = (1g)(ef). Cˇe uporabimo lemo
dvakrat, prvicˇ z α = σ2 in drugicˇ z α = σ2σ1, dobimo β = σ3 = (1f)(eg).
Poglejmo si podrobneje. V prvem primeru, ko je α = σ2 = (1e)(fg),
po lemi velja, da je β = σ3 = (1feg), (1gef), (1f)(eg) ali (1g)(ef). V
drugem primeru, ko je α = σ2σ1 = (1g)(ef), po lemi velja, da je β =
σ3 = (1egf), (1fge), (1e)(fg) ali (1f)(eg). Opazimo, da zadosˇcˇa le ena
permutacija, tj. (1f)(eg), dobimo torej β = σ3 = (1f)(eg). Izracˇunajmo
sˇe σ4 z uporabo formule σ4 = (σ3σ2σ1)
−1. Dobimo σ3σ2σ1 = (1e)(fg) in
tako σ4 = (1e)(fg).
(iv) Cˇe je σ2 = (1g)(ef), potem zaradi simetrije e in g sledi, da je σ3 =
(1f)(eg) in σ4 = (1g)(ef).
Kot v primeru (a) kompatibilnostni pogoj σ4σ3σ2σ1 =  enolicˇno dolocˇi σ4.
Zaradi simetrije e in g sta (i) in (ii) ekvivalentna delu (3) v izreku. Podobno
sta (iii) in (iv) ekvivalentna delu (4) v izreku.

Poglejmo si dva primera kompatibilnega zaporedja permutacij.
Primer 5.14. Imejmo zaporedje σ1, σ2, σ3, σ4, kjer velja σ1 = (1234) = σ2 = σ3 =
σ4, ki je prvega tipa iz izreka 5.13. Opazimo, da se vsi plesalci ciklicˇno prestavijo med
mesti (glej sliko 19). Gre za rotacijo plesalcev med stranicami kvadrata v nasprotni
smeri urinega kazalca. To je preprosta metoda, s katero plesalce prestavljamo med
vsemi mozˇnimi mesti, brez negibnih tocˇk. Po sˇtirih rotacijah so vsi plesalci zopet
na svojem zacˇetnem mestu, torej je zaporedje res kompatibilno.
Primer 5.15. Imejmo zaporedje τ1, τ2, τ3, τ4, kjer je τ1 = τ3 = (12)(34) in τ2 =
τ4 = (13)(24), torej cˇetrtega tipa iz izreka 5.13. Mesta plesalk, ki jih dobimo s
tem zaporedjem, so prikazana na sliki 20. Opazimo, da plesalki w1 in w4 zacˇneta
na razlicˇnih mestih, vendar se obe premikata ciklicˇno med mesti 1 → 2 → 4 → 3.
Medtem ko plesalki w2 in w3 zacˇneta na razlicˇnih mestih in se premikata ciklicˇno
med mesti 3 → 4 → 2 → 1, tj. ravno inverz prejˇsnjega cikla. Ta tip zaporedja je
bolj komplicirana metoda, s katero premaknemo vse plesalke med mesti, ki so na
voljo in smo pri tem pozorni na to, da bo zaporedje kompatibilno.
Primer 5.16. Poglejmo sedaj obe zaporedji iz prejˇsnjih dveh primerov skupaj, da
dobimo zaporedje razvojev (glej sliko 21).
Cˇeprav lastnost, da so plesalci na razlicˇnih mestih, velja, ni tezˇko opaziti, da la-
stnost razlicˇnih partnerjev ne velja. Po prvem koraku razvoja ostaneta skupaj prvi
in tretji par, torej w1 in m1 ter w3 in m3 (glej sliko 21).
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Razlicˇni partnerji, razlicˇna mesta
Predpostavimo sedaj, da imamo zaporedje 4 razvojev (σ1, τ1), (σ2, τ2), (σ3, τ3),
(σ4, τ4), ki zadosˇcˇajo lastnosti RPRM, tj. lastnosti razlicˇni partnerji, razlicˇna mesta.
Zaporedji permutacij σ1, σ2, σ3, σ4 in τ1, τ2, τ3, τ4 morata biti kompatibilni in zato
ene izmed oblik iz izreka 5.13. Nasˇa naloga bo poiskati vse pare permutacij, ki dajo
resˇitev RPRM problema.
Poglejmo si, kaj pomeni lastnost razlicˇnih partnerjev. Na zacˇetku plesa so vsi
plesalci na domacˇem mestu, tj. mi in wi sta oba na mestu i. Da bo po prvem razvoju
vsak plesalec z razlicˇnim partnerjem, mora veljati: σ1(i) 6= τ1(i), za vsak i = 1, 2, 3, 4.
Cˇe obe strani pomnozˇimo z inverzno permutacijo τ−11 , dobimo τ
−1
1 σ1(i) 6= τ−11 τ1(i) =
i. Sledi, da je τ−11 σ1 permutacija brez negibnih tocˇk. V splosˇnem mora veljati, da je
τ−1j σj permutacija brez negibnih tocˇk, za vse j = 1, 2, 3, 4, saj se morata dva plesalca
na mestu i na katerikoli vmesni ureditvi z razvojem prestaviti na drugo mesto.
Slika 19. Mesta plesalcev za kompatibilno zaporedje permutacij v
primeru 5.14
Slika 20. Mesta plesalk za kompatibilno zaporedje permutacij v pri-
meru 5.15
Slika 21. Zaporedje ureditev, dolocˇeno s primeroma 5.14 in 5.15
Izrek 5.17. Naj bosta σ1, σ2, σ3, σ4 in τ1, τ2, τ3, τ4 dve kompatibilni zaporedji permu-
tacij. Cˇe je katerakoli izmed permutacij σi ali τi cikel dolˇzine 4, potem zaporedje
razvojev (σ1, τ1), (σ2, τ2), (σ3, τ3), (σ4, τ4) nima lastnosti RPRM .
Dokaz. Naj bo σ1, σ2, σ3, σ4 kompatibilno zaporedje, ki vsebuje cikel dolzˇine 4. Po
izreku 5.13 je zaporedje enega izmed prvih treh tipov, saj tip 4 ne vsebuje nobenega
cikla dolzˇine 4. Opazimo, da je v prvih dveh tipih prva permutacija σ1 cikel dolzˇine
4. V tretjem tipu pa je σ2 prvi cikel dolzˇine 4, ki se pojavi. Predpostavimo, da
je σ1 = (1xyz) cikel dolzˇine 4. Po izreku 5.13 imamo dve mozˇnosti za zaporedje
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σ1, σ2, σ3, σ4, to sta (i) σ1 = (1xyz) = σ2 = σ3 = σ4 in (ii) σ1 = (1xyz), σ2 = σ4 =
(1y)(xz) in σ3 = (1zyx). Poglejmo si vsakega posebej.
(i) Da zadostimo lastnosti razlicˇnih partnerjev, mora biti τ−1j σj brez negibnih
tocˇk za vse j = 1, 2, 3, 4. Cˇe uporabimo lemo 5.11, kjer sta α = σj = (1xyz)
in β = τ−1j , dobimo, da je τ
−1
j = (1xyz) ali (1y)(xz) za vsak j = 1, 2, 3, 4.
Torej τj = (1xyz)
−1 = (1zyx) ali ((1y)(xz))−1 = (1y)(xz) za vse j = 1, 2, 3, 4.
Po izreku 5.13 je edino kompatibilno zaporedje, ki ga lahko tvorimo iz teh
dveh permutacij, enako τ1 = (1zyx) = τ2 = τ3 = τ4. Sledi, da je τ2τ1 =
(1y)(xz) = σ2σ1 (ekvivalentno (τ2τ1)
−1σ2σ1 = ). Torej je τ2τ1(i) = σ2σ1(i),
za vsak i = 1, 2, 3, 4, kar pomeni, da vsak srecˇa svojega prvotnega partnerja
po dveh korakih razvoja. Torej lastnost razlicˇnih partnerjev ne velja.
(ii) Cˇe uporabimo lemo 5.11 kot v primeru (i), dobimo, da je τ1 = (1zyx) ali
(1y)(xz) in τ3 = (1xyz) ali (1y)(xz), medtem ko morata biti τ2 in τ4 ena
izmed sˇtirih permutacij: (1xyz), (1zyx), (1x)(yz) ali (1z)(xy). Cˇe se osre-
dotocˇimo na τ1 in τ3 in uporabimo izrek 5.13, vidimo, da obstajajo samo 4
mozˇna kompatibilna zaporedja permutacij τ1, τ2, τ3, τ4. V vseh 4 primerih
velja τ1 = τ3 = (1y)(xz).
(a) (1y)(xz), (1xyz), (1y)(xz), (1zyx).
(b) (1y)(xz), (1zyx), (1y)(xz), (1xyz).
(c) (1y)(xz), (1x)(yz), (1y)(xz), (1x)(yz).
(d) (1y)(xz), (1z)(xy), (1y)(xz), (1z)(xy).
V primeru (a) velja τ2τ1 = (1zyx) = σ2σ1, kar pomeni, da se prvotna par-
tnerja srecˇata po dveh korakih razvoja, torej lastnost razlicˇnih partnerjev
ne drzˇi. V primeru (b) velja τ3τ2 = (1xyz) = σ3σ2, kar pomeni, da se ple-
salci, ki so skupaj po prvem koraku razvoja, zopet srecˇajo po dveh korakih
razvoja. Zato lastnost razlicˇnih partnerjev ne drzˇi. V primeru (c) velja
τ2τ1(1) = z = σ2σ1(1), v primeru (d) pa velja τ2τ1(x) = 1 = σ2σ1(x), v obeh
primerih vidimo, da lastnost razlicˇnih partnerjev ne velja vsaj za en par.
Za konec si poglejmo sˇe primer, ko je prvi 4-cikel σ2, torej σ2 = (1xyz). Po izreku
5.13 morajo biti permutacije σ1, σ2, σ3, σ4 tretjega tipa, kjer je σ1 = σ3 = (1y)(xz),
σ2 = (1xyz) in σ4 = (1zyx). Sedaj pogledamo podobno kot v (ii) zgoraj. Cˇe
uporabimo lemo 5.11, obstajajo 4 mozˇne vrednosti za τ1 in τ3 in dve mozˇne vrednosti
za vsako izmed τ2 in τ4. Cˇe se osredotocˇimo na τ2 in τ4 ter uporabimo izrek 5.13,
vidimo, da obstajajo le sˇtiri mozˇna kompatibilna zaporedja permutacij τ1, τ2, τ3, τ4,
ki ustrezajo zahtevam iz leme. V vseh 4 primerih velja τ2 = τ4 = (1y)(xz).
(a) (1xyz), (1y)(xz), (1zyx), (1y)(xz).
(b) (1zyx), (1y)(xz), (1xyz), (1y)(xz).
(c) (1x)(yz), (1y)(xz), (1x)(yz), (1y)(xz).
(d) (1z)(xy), (1y)(xz), (1z)(xy), (1y)(xz).
Zaradi podobnih argumentov kot v (ii) zgoraj vidimo, da lastnost razlicˇnih par-
tnerjev ne velja. Poglejmo si podrobneje. V primeru (a) velja τ2τ1 = (1zyx) = σ2σ1,
torej se prvotna partnerja srecˇata po dveh korakih razvoja, zato lastnost razlicˇnih
partnerjev ne drzˇi. V primeru (b) velja τ3τ2 = (1zyx) = σ3σ2, kar pomeni, da se ple-
salci, ki so skupaj po prvem koraku razvoja, zopet srecˇajo po dveh korakih razvoja.
Zato lastnost razlicˇnih partnerjev ne drzˇi. V primeru (c) velja τ2τ1(1) = z = σ2σ1(1),
v primeru (d) pa velja τ2τ1(x) = 1 = σ2σ1(x), v obeh primerih lastnost razlicˇnih
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partnerjev ne velja vsaj za en par. Pogledali smo vse mozˇnosti, zato lahko za-
kljucˇimo, da dve kompatibilni zaporedji ne moreta tvoriti zaporedja razvojev, ki
zadosˇcˇa lastnosti RPRM, v primeru, da eno izmed zaporedij vsebuje 4-cikel.

Izrek 5.18. Zaporedja razvojev, ki zadosˇcˇajo lastnosti RPRM, obstajajo. Konstru-
iramo jih lahko s kompatibilnimi zaporedji cˇetrtega tipa iz izreka 5.13.
Dokaz. Cˇe nam α, β, γ predstavljajo tri permutacije (12)(34), (13)(24) in (14)(23)
v nekem vrstnem redu (6 mozˇnosti). Potem je zaporedje cˇetrtega tipa α, β, α, β
lahko v paru z enim od zaporedij cˇetrtega tipa β, γ, β, γ ali γ, α, γ, α. Tako dobimo
novo zaporedje razvojev. Da velja lastnost razlicˇnih partnerjev, lahko preverimo z
direktnim izracˇunom ali s shemo na sliki 22.
Slika 22. Zaporedje ureditev, ki ustreza lastnosti RP
Nato za vsakega mosˇkega posebej pogledamo, s katerimi zˇenskami je plesal po
vseh menjavah, in opazimo, da je vsak plesal z vsako zˇensko natanko enkrat. Torej
lastnost razlicˇnih partnerjev velja. Na podoben nacˇin pokazˇemo tudi lastnost RP
za zaporedje razvojev (α, γ), (β, α), (α, γ), (β, α).
Vidimo lahko, da sta zaporedji razvojev (α, β), (β, γ), (α, β), (β, γ) in (α, γ), (β, α),
(α, γ), (β, α) edini mozˇnosti, cˇe uporabimo lemo 5.11 kot v dokazu izreka 5.17. Opa-
zimo, da nam produkt dveh razlicˇnih permutacij med (12)(34), (13)(24) in (14)(23)
vedno da tretjo permutacijo in da je vsaka izmed treh permutacij inverz sama
sebi. 
Primer 5.19. Slika 23 prikazuje ureditev plesalcev za RPRM zaporedje razvo-
jev (α, β),(β, γ),(α, β),(β, γ), kjer je α = (12)(34), β = (13)(24) in γ = (14)(23).
Uposˇtevamo, da prva preslikava v paru razvoja prestavi plesalca, druga preslikava v
paru razvoja pa prestavi plesalko.
Slika 23. Zaporedje ureditev, ki ustreza RPRM zaporedju
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5.1. Latinski kvadrati. Drugi nacˇin, da zabelezˇimo mesta plesalcev, je, da upo-
rabimo mrezˇo. Eno mrezˇo uporabimo za plesalce in eno mrezˇo za plesalke, da
prikazˇemo, na katerih mestih se nahajajo na vsaki stopnji plesa. Sˇtirje stolpci pred-
stavljajo sˇtiri mesta, oznacˇimo jih od 1 do 4. Prva vrstica v obeh mrezˇah pove, na
katerih mestih se plesalci oz. plesalke nahajajo na zacˇetku. Oznacˇimo jih z mi in wi,
vsak posebej se nahaja na mestu i za vsak i = 1, 2, 3, 4. Druga vrstica pokazˇe, na ka-
terih mestih so plesalci po prvem razvoju, tretja vrstica pokazˇe, na katerih mestih so
plesalci po drugem razvoju itd. Po sˇtirih razvojih se plesalci vrnejo na svoja zacˇetna
mesta, zato pete vrstice ne piˇsemo, ker je enaka prvi. Kot primer si poglejmo enega
izmed RPRM zaporedij razvojev, ki smo jih obravnavali v prejˇsnjem poglavju. Cˇe
plesalce permutiramo z zaporedjem permutacij α, β, α, β, kjer sta α = (12)(34) in
β = (13)(24), dobimo naslednjo mrezˇo.
mesto 1 2 3 4
zacˇetna ureditev m1 m2 m3 m4
ureditev po 1. razvoju m2 m1 m4 m3
ureditev po 2. razvoju m4 m3 m2 m1
ureditev po 3. razvoju m3 m4 m1 m2
Podobno, cˇe zˇenske permutiramo z zaporedjem permutacij β, γ, β, γ, kjer je β kot
zgoraj in γ = (14)(23), dobimo naslednjo mrezˇo.
mesto 1 2 3 4
zacˇetna ureditev w1 w2 w3 w4
ureditev po 1. razvoju w3 w4 w1 w2
ureditev po 2. razvoju w2 w1 w4 w3
ureditev po 3. razvoju w4 w3 w2 w1
Da dobimo bolj kompaktno obliko, gledamo mrezˇo brez oznak za vrstice in stolpce.
Dobimo naslednji mrezˇi.
m1 m2 m3 m4
m2 m1 m4 m3
m4 m3 m2 m1
m3 m4 m1 m2
w1 w2 w3 w4
w3 w4 w1 w2
w2 w1 w4 w3
w4 w3 w2 w1
Opazimo, da se v obeh mrezˇah pojavi simbol v vsaki vrstici natanko enkrat, saj
se vsak plesalec oz. plesalka lahko nahaja samo na enem mestu hkrati. Lastnost
razlicˇnih mest, ki ji zadosˇcˇata obe zaporedji, se v mrezˇah prevede na to, da se vsak
simbol v vsakem stolpcu pojavi natanko enkrat. Mrezˇe s taksˇnimi lastnostmi se
velikokrat pojavljajo v matematiki in imajo tudi svoje ime.
Definicija 5.20. Naj bo danih n razlicˇnih simbolov. Mrezˇa n × n, kjer se vsak
simbol v vsaki vrstici in vsakem stolpcu pojavi natanko enkrat, se imenuje latinski
kvadrat reda n.
Mrezˇi zgoraj sta primera latinskih kvadratov reda 4. Cˇe obe mrezˇi zdruzˇimo v eno
4× 4 mrezˇo, lazˇje vidimo lastnost razlicˇnih partnerjev. Poglejmo si mrezˇo parov.
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m1, w1 m2, w2 m3, w3 m4, w4
m2, w3 m1, w4 m4, w1 m3, w2
m4, w2 m3, w1 m2, w4 m1, w3
m3, w4 m4, w3 m1, w2 m2, w1
Vidimo, da se noben par ne ponovi. Opazimo, da lahko vsakega izmed 42 = 16
mozˇnih parov (mi, wi) najdemo na natanko enem izmed 16 mest v 4 × 4 mrezˇi.
Dobili smo zaporedje z lastnostjo razlicˇni partnerji, skupaj z lastnostjo razlicˇna
mesta imamo torej zaporedje z lastnostjo RPRM .
Naj bo L1 latinski kvadrat reda n s simboli m1, ...,mn in naj bo L2 latinski kvadrat
reda n s simboli w1, ..., wn. Recˇemo, da sta L1 in L2 ortogonalna, cˇe se, ko zdruzˇimo
oba kvadrata, vsak izmed n2 mozˇnih parov (mi, wi) pojavi natanko enkrat. Zgornja
latinska kvadrata sta torej ortogonalna.
Zaporedje z lastnostjo RPRM nam da ortogonalna latinska kvadrata reda 4, kot
smo videli zgoraj. Velja tudi obratno, cˇe imamo ortogonalna latinska kvadrata reda
4, lahko konstruiramo zaporedje z lastnostjoRPRM . Naravno je, da se vprasˇamo, cˇe
obstajajo ortogonalni latinski kvadrati reda n za vrednosti razlicˇne od 4. Sprasˇujemo
se torej, cˇe obstaja n parov in mest, ki so sestavljeni iz n razvojev in ustrezajo
lastnosti RPRM . Matematik Leonhard Euler je pokazal, da ortogonalni latinski
kvadrati (ortogonalni pari) obstajajo za vse lihe vrednosti sˇtevila n in vecˇkratnike
sˇtevila 4. Lahko je videti, da pari ne obstajajo v primeru, ko je n = 2. Euler je
na podlagi tega, da ni znal konstruirati parov v primerih, ko je n = 6 in n = 10,
leta 1782 postavil domnevo. Domneva pravi, da ortogonalni pari ne obstajajo, cˇe
je sˇtevilo n oblike 2(2k + 1), za k ∈ N0, tj. sodo sˇtevilo, ki ni vecˇkratnik sˇtevila 4.
Leta 1900 je Tarry potrdil Eulerjevo domnevo za n = 6 s sistematicˇnim nasˇtevanjem
razlicˇnih primerov. Leta 1959 in 1960 so nasˇli protiprimere k domnevi. Za n = 22
sta protiprimere nasˇla Bose in Shrikhande, za n = 10 je protiprimer nasˇel Parker.
Kmalu zatem so dokazali, da je domneva napacˇna za vse vrednosti n, razen za n = 2
in n = 6. Torej zaporedje razvojev z lastnostjo RPRM za n parov obstaja za vse
izbire n, razen za ti dve vrednosti.
Poglejmo si sˇe primer konstruiranja vecˇ kot dveh latinskih kvadratov, ki so reda
n, kjer je vsak par kvadratov ortogonalen. Pokazˇemo lahko, da je najvecˇja velikost
taksˇne kolekcije enaka n − 1 in da je ta zgornja meja dosezˇena, cˇe je n potenca
prasˇtevila. Npr. za n = 4 = 22 lahko najdemo tri kvadrate. Cˇe vzamemo dve
kompatibilni zaporedji α, β, α, β in β, γ, β, γ, katerih kvadrati so prikazani zgoraj,
potem ni tezˇko videti, da nam da zaporedje γ, α, γ, α skupaj z enim izmed zgornjih
zaporedij zaporedje razvojev z lastnostjo RPRM . Cˇe pogledamo vse skupaj, do-
bimo tri kvadrate, kjer je vsak kvadrat ortogonalen na druga dva.
m1 m2 m3 m4
m2 m1 m4 m3
m4 m3 m2 m1
m3 m4 m1 m2
w1 w2 w3 w4
w3 w4 w1 w2
w2 w1 w4 w3
w4 w3 w2 w1
z1 z2 z3 z4
z4 z3 z2 z1
z3 z4 z1 z2
z2 z1 z4 z3
Cˇe zdruzˇimo vse tri latinske kvadrate, dobimo naslednjo tabelo.
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m1, w1, z1 m2, w2, z2 m3, w3, z3 m4, w4, z4
m2, w3, z4 m1, w4, z3 m4, w1, z2 m3, w2, z1
m4, w2, z3 m3, w1, z4 m2, w4, z1 m1, w3, z2
m3, w4, z2 m4, w3, z1 m1, w2, z4 m2, w1, z3
Na ta nacˇin lahko konstruiramo ples z 12 plesalci, ki ima na stranicah kvadrata
trojke namesto parov in zadosˇcˇa lastnosti RPRM . Torej vsak plesalec mi v plesu
obiˇscˇe vsa sˇtiri mesta in srecˇa vse ostale plesalce wj in zj, za j = 1, 2, 3, 4. Podobno
velja tudi za wi in zi.
5.2. Konstrukcija RPRM plesa. Dokazali smo, da je teoreticˇno lahko ustvariti
ples s sˇtirimi plesalci in sˇtirimi plesalkami, ki ima lastnost RPRM , in opisali, kako
dobiti vse razvoje s to lastnostjo. Z danim zaporedjem razvojev lahko koreograf
skoraj vedno naredi zaporedje figur, ki ustrezajo razvojem, je pa pomembno tudi
to, da so figure zanimive za plesalce. Cilj vsakega dobrega koreografa je, da v plesu
skrije kompleksnost v ozadju in da je ples za plesalce logicˇen in naraven. Figure v
plesu ne smejo izgledati izmiˇsljene. To je v obicˇajnih plesih tezˇko dosecˇi, sˇe tezˇje pa
je to dosecˇi v plesih z lastnostjo RPRM .
6. Diedrske grupe
Pogledali si bomo, kako je glasba povezana s teorijo grup in diedrskimi gru-
pami reda 24. Diedrska grupa reda 24 je grupa simetrij pravilnega 12-kotnika,
tj. 12-kotnik, ki ima vse stranice enako dolge in vse kote enake. Algebraicˇno
je diedrska grupa reda 24 grupa, generirana z dvema elementoma s in t, za ka-
tera veljajo relacije: s12 = 1, t2 = 1 in tst = s−1. Za s lahko vzamemo rota-
cijo okoli srediˇscˇa za kot 30◦, za t pa zrcaljenje cˇez os, ki poteka skozi nasprotni
ogliˇscˇi ali nasprotni razpoloviˇscˇi stranic. Prepricˇajmo se, da res velja tst = s−1.
Dogovorimo se, da bomo ogliˇscˇa zapored oznacˇili z elementi grupe Z12. Naj bo
x ∈ Z12. Os zrcaljenja polozˇimo skozi ogliˇscˇi 0 in 6. Tedaj velja t(x) = −x in
s(x) = x + 1. Izracˇunajmo tst(x) = ts(−x) = t(−x + 1) = x − 1 = x + 11 = s−1.
Podobno velja za katerokoli os zrcaljenja, kjer velja t(x) = n − x. Izracˇunajmo
tst(x) = ts(n − x) = t(n − x + 1) = n − (n − x + 1) = x − 1 = s−1. Torej enakost
res velja. Prvi nacˇin delovanja diedrske grupe reda 24 na mnozˇici tonov dobimo z
znanimi kompozicijskimi tehnikami, to so transpozicije in inverzije, ki smo jih srecˇali
zˇe v 3. poglavju. Transpozicija prestavi zaporedje tonov gor ali dol. Na primer, cˇe
zˇelijo pevci zapeti pesem viˇsje, to naredijo tako, da transponirajo melodijo viˇsje.
Inverzija na drugi strani prezrcali melodijo cˇez fiksno os. Transpozicije in inverzije
se najvecˇkrat pojavijo v fugah, kot sta npr. Bernsteinova fuga Cool iz West side
story in Bachova fuga Art of fugue. Videli bomo, da so transpozicije in inverzije
matematicˇno ravno simetrije pravilnega 12-kotnika.
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7. Viˇsinski razredi in sˇtevila modulo 12
Zˇe anticˇni Grki so ugotovili, da dva razlicˇna tona, ki sta narazen za oktavo ali
vecˇkratnik oktav, zvenita enako. Cˇe imamo dva tona v taksˇnem razmerju, recˇemo,
da sta v istem viˇsinskem razredu. Oktavo razdelimo na 12 viˇsinskih razredov in tone
oznacˇimo kot kazˇe tabela.
C C]/D[ D D]/E[ E F F]/G[ G G]/A[ A A]/B H C
Interval med dvema zaporednima viˇsinskima razredoma se imenuje polton. Oznaka
] pomeni, da ton zviˇsamo za polton. Oznaka [ pomeni, da ton znizˇamo za polton.
Opazimo, da imajo nekateri viˇsinski razredi dve imeni, enega z viˇsajem in enega
z nizˇajem. Glasbeni teoretiki viˇsinske razrede interpretirajo kot elemente Z12, pri
cˇemer ton C ustreza izhodiˇscˇu 0. Poglejmo si tabelo 1, kjer so navedene standardne
oznake za viˇsino tona.
Ime tona Viˇsinski razred
C 0
C]/D[ 1
D 2
D]/E[ 3
E/F[ 4
F 5
F]/G[ 6
G 7
G]/A[ 8
A 9
A]/B 10
H 11
Tabela 1. Standardne oznake za viˇsino tona
S pomocˇjo poltonov lahko tudi definiramo intervale med viˇsinskimi razredi. Npr.
med viˇsinskima razredoma D in G] je 6 poltonov. Tudi ustrezen izracˇun 8−2 = 6 v
Z12 nam pokazˇe, da je med D in G] interval dolzˇine 6. Ta translacija viˇsinskih razre-
dov na sˇtevila modulo 12 nam omogocˇa uporabo abstraktne algebre pri modeliranju
glasbenih dogodkov.
8. Transpozicije in inverzije ter T/I-grupa
Skladatelji so transpozicije in inverzije v glasbenih kompozicijah uporabljali zˇe
v 18. stoletju. Najbolj znane so fuge J. S. Bacha. Taksˇna kompozicija vsebuje
melodijo imenovano subjekt, ki se pojavi na zacˇetku, nato pa se skozi fugo pojavlja v
transponiranih in invertiranih oblikah (glej analizo v 3. poglavju). V matematicˇnem
jeziku je transpozicija za sˇtevilo n modulo 12 funkcija oblike:
Tn : Zn → Zn
Tn(x) := x+ n mod 12,
inverzija okrog n pa je funkcija oblike:
In : Zn → Zn
In(x) := −x+ n mod 12.
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Bach je velikokrat uporabil diatonicˇno transpozicijo in inverzijo. Pri tem pristopu
dovolimo le 7 tonov neke diatonicˇne lestvice, torej namesto Z12 uporabljamo Z7.
Veliko sodobnih skladateljev pa uporablja transpozicije in inverzije mod 12. Tran-
spozicije in inverzije lahko lepo prikazˇemo na glasbenem krogu (glej sliko 24).
Slika 24. Glasbeni krog
Transpozicija T1 je rotacija kroga v smeri urinega kazalca za
1
12
kroga, medtem
ko je I0 zrcaljenje kroga cˇez os 0-6. Torej T1 in I0 generirata diedrsko grupo simetrij
12-kotnika. Ker je (T1)
n = Tn in Tn ◦ I0 = In, vidimo, da 12 transpozicij in 12
inverzij tvori diedrsko grupo reda 24. Pri tem 12 transpozicij predstavlja 12 rotacij,
12 inverzij pa predstavlja 6 zrcaljenj preko ogliˇscˇ 12-kotnika in 6 zrcaljenj preko osi,
ki poteka skozi razpoloviˇscˇi nasprotnih stranic 12-kotnika. S preprostim izracˇunom
dobimo relacije
Tm ◦ Tn = Tm+n
Tm ◦ In = Im+n
Im ◦ Tn = Im−n
Im ◦ In = Tm−n.
V nadaljevanju bomo opisali delovanje s transpozicijami in inverzijami na mnozˇici
trozvokov, dobljeno grupo pa imenovali T/I-grupa.
9. Delovanje
Definicija 9.1. (Delovanje grupe na mnozˇici)
Naj bo S poljubna mnozˇica in G grupa. Delovanje grupe G na mnozˇici S (z leve
strani) je preslikava ψ : G× S → S, za katero velja:
(i) es = s za vsak s ∈ S,
(ii) (g1g2)s = g1(g2s) za vsak s ∈ S in za vsaka g1, g2 ∈ G, pri cˇemer smo
vrednost ψ(g, s) zapisovali v skrajˇsani obliki ψ(g, s) = gs.
Pod temi pogoji mnozˇico S imenujemo G-mnozˇica.
Delovanje lahko opiˇsemo tudi s homomorfizmom φ, ki slika iz G v simetricˇno grupo
Sym(S), tj. mnozˇico vseh bijekcij na S.
φ : G −→ Sym(S)
g 7→ φ(g),
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kjer je φ(g) bijekcija φ(g) : S → S. Natancˇneje velja φ(g)(s) = ψ(g, s).
V nasˇem primeru bo grupa delovanja G diedrska grupa reda 24, mnozˇica S pa
sozvocˇni trozvoki. Sozvocˇni trozvok (v nadaljevanju trozvok) je trojica tonov
〈x, y, z〉, kjer je y = x+ 4 in z = y + 3 v primeru durovega trozvoka ter y = x+ 3 in
z = y + 4 v primeru molovega trozvoka. Z grupo
G = D24 = 〈s, t|s12 = t2 = 1, tst = s−1〉
lahko delujemo na mnozˇici
S = {trozvoki},
in sicer kot T/I-delovanje ali PLR-delovanje.
(1) T/I-delovanje:
φ : D24 → Sym(S)
s 7→ T1
t 7→ I0.
Pri cˇemer T1 in I0 delujeta na trozvoku 〈x, y, z〉 po komponentah, npr.
T1〈x, y, z〉 = 〈T1(x), T1(y), T1(z)〉. Pokazati moramo, da velja φ(s)12 =
φ(t)2 = 1 oz. T1
12 = I0
2 = 1. To velja iz definicije transpozicij in in-
verzij, ki predstavljata rotacije in zrcaljenje. Pokazati moramo sˇe, da ve-
lja I0T1I0 = (T1)
−1 = (T1)11. Dovolj je preveriti, da relacije veljajo za
vsako komponento posebej. Izberimo komponento x, dobimo I0T1I0(x) =
I0(T1(−x)) = I0(−x+ 1) = x− 1 = x+ 11 = T11(x) = (T1)11(x).
(2) PLR-delovanje grupe D24 bomo opisali v nadaljevanju.
10. Durovi in molovi trozvoki
Akord s tremi razlicˇnimi toni se imenuje trozvok. Trozvoki se v glasbi uporabljajo
zˇe vecˇ stoletij, danes pa se pojavljajo v popularni glasbi. Durove in molove trozvoke
bomo definirali s sˇtevili modulo 12, zato lahko na njih gledamo tudi kot na objekte,
na katerih deluje diedrska grupa reda 24.
Kot smo zˇe omenili, je durov trozvok sestavljen iz osnovne note, iz druge note, ki
je 4 poltone nad osnovno, in iz tretje note, ki je 7 poltonov nad osnovno. Zapore-
doma torej nastopita t. i. velika terca (4 poltoni) in mala terca (3 poltoni). Npr.
C-durov trozvok je sestavljen iz {0, 4, 7} = {C,E,G} in je prikazan s poligonom na
sliki 25. Ker je vsak durov trozvok podmnozˇica viˇsinskega prostora Z12, lahko zˇe
opisano T/I-delovanje uporabimo na durovem trozvoku. Sliki 25 in 26 prikazujeta,
kaj se zgodi, ko I0 uporabimo na C-durovem trozvoku. Namesto durovega trozvoka
dobimo molov trozvok.
Molov trozvok je sestavljen iz osnovne note, iz druge note, ki je 3 poltone nad
osnovno, in iz tretje note, ki je 7 poltonov nad osnovno. Zaporedoma torej nastopita
mala terca (3 poltoni) in velika terca (4 poltoni). Npr. f -molov trozvok je sestavljen
iz {5, 8, 0} = {F,A[, C} in je prikazan s poligonom na sliki 25. Akorde bomo od
sedaj naprej pisali v urejene trojice z zasˇiljenimi oklepaji, pri cˇemer duri rastejo,
moli pa padajo. Tako ureditev potrebujemo, da lahko pravilno definiramo delovanji
T/I in PLR.
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Durovi in molovi trozvoki skupaj tvorijo mnozˇico S sozvocˇnih trozvokov, ki se ime-
nujejo sozvocˇni zaradi prijetnega zvoka. Sozvocˇen trozvok se imenuje po osnovni
noti. Npr. C-durov trozvok je sestavljen iz 〈0, 4, 7〉 = 〈C,E,G〉 in f -molov trozvok
je sestavljen iz 〈0, 8, 5〉 = 〈C,A[, F 〉. Durove trozvoke obicˇajno oznacˇujemo z veli-
kimi tiskanimi cˇrkami, molove trozvoke pa oznacˇujemo z malimi tiskanimi cˇrkami,
kot vidimo v spodnji tabeli, kjer so zapisani vsi sozvocˇni trozvoki.
Slika 25. I0 na C-durovem trozvoku nam da f -molov trozvok
Slika 26. Graficˇna predstavitev I0 na C-durovem trozvoku
Durovi trozvoki Molovi trozvoki
C = 〈0, 4, 7〉 〈0, 8, 5〉 = f
C] = D[ = 〈1, 5, 8〉 〈1, 9, 6〉 = f] = g[
D = 〈2, 6, 9〉 〈2, 10, 7〉 = g
D] = E[ = 〈3, 7, 10〉 〈3, 11, 8〉 = g] = a[
E = 〈4, 8, 11〉 〈4, 0, 9〉 = a
F = 〈5, 9, 0〉 〈5, 1, 10〉 = a] = b
F ] = G[ = 〈6, 10, 1〉 〈6, 2, 11〉 = h
G = 〈7, 11, 2〉 〈7, 3, 0〉 = c
G] = A[ = 〈8, 0, 3〉 〈8, 4, 1〉 = c] = d[
A = 〈9, 1, 4〉 〈9, 5, 2〉 = d
A] = B = 〈10, 2, 5〉 〈10, 6, 3〉 = d] = e[
H = 〈11, 3, 6〉 〈11, 7, 4〉 = e
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Zasˇiljeni oklepaji oznacˇujejo urejeno mnozˇico, ki tvori trozvok. Ker so vse tri note
zaigrane hkrati, urejenost elementov znotraj oklepaja sicer ni potrebna, matematicˇni
pogled z urejenostjo pa nam bo pomagal pri razpravi o PLR-grupi in dualnosti, ki
ju bomo obravnavali v nadaljevanju. V tabeli lahko opazujemo tudi delovanje T/I-
grupe. Poglejmo si primer transpozicije T1 na C-durovem akordu.
T1〈0, 4, 7〉 = 〈T1(0), T1(4), T1(7)〉
= 〈1, 5, 8〉.
Vse transpozicije C-dura
(1) Tn〈0, 4, 7〉 = 〈Tn(0), Tn(4), Tn(7)〉
so nanizane v prvem stolpcu, vse inverzije C-dura
(2) In〈0, 4, 7〉 = 〈In(0), In(4), In(7)〉
pa najdemo v drugem stolpcu tabele.
Iz tabele lahko zakljucˇimo, da je T/I-grupa tranzitivna. Za vsaka trozvoka Y in
Z namrecˇ obstaja en sam tak element g grupe T/I, da je gY = Z. Kot smo videli
v enacˇbah (1) in (2), za vsak Y in Z obstajata g1 in g2, tako da velja g1C = Z in
g2C = Y in torej velja gY = Z za g = g1g
−1
2 . Hitro vidimo tudi, da je g enolicˇen.
Enolicˇnost g pokazˇemo tako: naj obstajata dva razlicˇna g in g′, za katera velja
gY = Z in g′Y = Z, od koder sledi g−1g′Y = Y . Vidimo, da je g−1g′ identicˇna
preslikava, saj le identicˇna preslikava v T/I-grupi premore negibne tocˇke. Sledi
g−1g′ = e ⇒ g′ = g. Enolicˇnost g lahko preverimo tudi z uporabo izreka o mocˇi
orbit.
Orbita elementa y na mnozˇici S pri delovanju grupe G na S je sestavljena iz vseh
tistih elementov S, v katere se premakne y z vsemi elementi grupe. Orbita je torej
enaka
Oy = {hy|h ∈ G}.
Stabilizator y je sestavljen iz vseh tistih elementov G, ki fiksirajo y, tj.
Gy = {h ∈ G|hy = y}.
Lahko se je prepricˇati, da je Gy podgrupa grupe G.
Izrek 10.1. (Izrek o mocˇi orbite)
Cˇe koncˇna grupa G deluje na mnozˇici S, potem za vsak y ∈ S velja:
|G|
|Gy| = |Oy|.
Dokaz. Orbito oznacˇimo z Oy = {gy|g ∈ G}, stabilizator pa z Gy = {h ∈ G|hy = y}.
Z G/Gy oznacˇimo mnozˇico levih odsekov grupe G po podgrupi Gy. Unija disjunktnih
levih odsekov tvori ravno grupo G:
g1Gy ∪ g2Gy ∪ · · · ∪ gkGy = G.
Velja |G/Gy| = k = |G||Gy | , kar dobimo po Lagrangeovem izreku, ki pravi, da je
|G/H| = |G||H| , kjer je G grupa in H poljubna podgrupa. Odsek je gsGy = {gsh|h ∈
Gy}. Poglejmo si sedaj elemente v orbiti:
xs ∈ Oy, xs = gsy = gshy = (gsh)y.
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Iz zadnje enakosti vidimo, da celoten odsek v orbito Oy prispeva le en element xs.
Vprasˇamo se, ali lahko razlicˇna odseka data ’isti’ x. Naj bo l 6= s in xl = gly =
gsy = xs. Od tod dobimo
g−1s gly = y ⇒ g−1s gl ∈ Gy ⇒ gl ∈ gsGy ⇒ glGy = gsGy,
torej sta odseka enaka v primeru, ko v orbito prispevata isti x. Ugotovili smo, da je
Oy = {x1, x2, ..., xk}. Sledi
|Oy| = k = |G/Gy| = |G||Gy| .
S tem je izrek dokazan.

V nasˇem primeru je G diedrska grupa reda 24, S je mnozˇica sozvocˇnih trozvokov
kot v tabeli zgoraj, mocˇ orbite |Oy| = 24, torej je |Gy| = 1. Torej cˇe je g′y = gy,
potem je g−1g′y = y, torej je g−1g′ identicˇni element grupe in koncˇno g′ = g. Kot
smo omenili, lahko delovanje grupe G na mnozˇici S opiˇsemo kot homomorfizem iz G
v simetricˇno grupo mnozˇice S. Iz grupe delovanja dobimo naslednji homomorfizem:
g 7→ (y 7→ gy).
V primeru T/I-grupe je ta homomorfizem dan z delovanjem po komponentah T/I-
grupe in je injektiven, zato T/I-grupo identificiramo s sliko v simetricˇni grupi na
mnozˇici S.
11. PLR-transformacije
11.1. PLR-grupa. Pogledali smo si zˇe delovanje diedrske grupe reda 24 na mnozˇici
S durovih in molovih trozvokov preko transpozicij in inverzij. Sedaj pa si bomo po-
gledali diedrske grupe v povezavi s PLR-grupo. Neo-Riemannova teorija, ki jo je
zacˇel David, se ukvarja s sˇtudijem PLR-transformacij. PLR-grupo definiramo kot
podgrupo simetricˇne grupe na mnozˇici S, ki je generirana z bijekcijami P, L in R.
Izkazˇe se, da je ta podgrupa izomorfna diedrski grupi reda 24, kot bomo videli v iz-
reku 11.1. PLR-grupa ima lepo geometricˇno upodobitev s t. i. tonsko mrezˇo, lahko
pa jo obravnavamo tudi s pomocˇjo ustreznega grafa. Slavni primer iz Beethovnove
Devete simfonije je pot v grafu. Opis z grafoma, ki ju prikazujeta sliki 32 in 33
bomo razlozˇili kasneje.
Poglejmo si sedaj P , L, R transformacije, ki jih je v 19. stoletju uporabljal glasbeni
teoretik Hugo Riemann. Imenujejo se paralelna transformacija (P ), transformacija
menjave vodilnega tona (L) in relativna transformacija (R).
Transformacije P,L,R : S → S definiramo kot
(3) P 〈y1, y2, y3〉 = Iy1+y3〈y1, y2, y3〉,
(4) L〈y1, y2, y3〉 = Iy2+y3〈y1, y2, y3〉,
(5) R〈y1, y2, y3〉 = Iy1+y2〈y1, y2, y3〉.
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Naj spomnimo, da pri tem durove trozvoke piˇsemo narasˇcˇajocˇe z zacˇetnim vodilnim
tonom, molove trozvoke pa zapisujemo v obratnem vrstnem redu. To so kontekstu-
alne inverzije, saj je os inverzije odvisna od vnosa trozvokov. Transformacije niso
definirane po komponentah in to jih locˇi od inverzij oblike In, kjer je os inverzije
neodvisna od vhodnega trozvoka. Za P, L, R je os inverzije na glasbenem krogu, ko
jo uporabimo na trozvoku 〈y1, y2, y3〉, prikazana v spodnji tabeli.
Transformacija Os inverzije
P y1+y3
2
, y1+y3
2
+ 6
L y2+y3
2
, y2+y3
2
+ 6
R y1+y2
2
, y1+y2
2
+ 6
Na slikah 27, 28 in 29 si poglejmo osi inverzij za P, L in R na C-durovem trozvoku.
Vidimo, da lahko s preprostim izracˇunom dobimo osi inverzij (na slikah cˇrtkano).
Slika 27. PC = c
Slika 28. LC = e
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Slika 29. RC = a
Sozvocˇne trozvoke razdelimo na pozitivne (dur) in negativne (mol) trozvoke. Tako
lahko govorimo o predznaku trozvoka oz. o njegovi parnosti. Transformacije P, L
in R spremenijo predznak trozvoka, saj iz dura naredijo mol in obratno. Transfor-
macija P vzame trozvok in ga spremeni v trozvok nasprotnega predznaka, ki ima
zamenjani prvo in tretjo komponento. Cˇe gledamo na trozvoke kot na mnozˇice, se
vstopni in izstopni trozvoki ujemajo v dveh notah. Npr. P 〈0, 4, 7〉 = 〈7, 3, 0〉 in
P 〈7, 3, 0〉 = 〈0, 4, 7〉. Cˇe s P delujemo na C-duru, dobimo c-mol. In obratno, cˇe
s P delujemo na c-molu, dobimo C-dur. V splosˇnem, P durov trozvok spremeni v
paralelni molov trozvok in molov trozvok spremeni v paralelni durov trozvok. Durov
trozvok in molov trozvok sta paralelna, cˇe imata oba isto ime, vendar sta nasprotne
parnosti. Transformacija P je involucija (v matematiki je to preslikava, ki da po
2-kratni uporabi spet prvotno vrednost). To pomeni, da cˇe P uporabimo na tro-
zvoku dvakrat, dobimo nazaj prvotni trozvok.
Tudi transformaciji L in R imata podobno maksimalno prekrivajocˇe vstopne in
izstopne trozvoke in sta involuciji. Vstopni in izstopni trozvoki so maksimalno pre-
krivajocˇi, saj se dva tona v trozvoku ujemata, le tretji se spremeni. Transformacija
L trozvok spremeni v trozvok nasprotnega predznaka, ki ima zamenjani drugo in
tretjo komponento. Npr. L〈0, 4, 7〉 = 〈11, 7, 4〉 in L〈11, 7, 4〉 = 〈0, 4, 7〉. Cˇe z L
delujemo na C-duru, dobimo e-mol. In obratno, cˇe z L delujemo na e-molu, dobimo
C-dur.
Transformacija R trozvok spremeni v trozvok nasprotnega predznaka, ki ima zame-
njani prvo in drugo komponento. Npr. R〈0, 4, 7〉 = 〈4, 0, 9〉 in R〈4, 0, 9〉 = 〈0, 4, 7〉.
Opazimo, da cˇe z R delujemo na C-duru, dobimo a-mol. In obratno, cˇe z R delujemo
na a-molu, dobimo C-dur. V splosˇnem, R spremeni durov trozvok v relativni molov
trozvok in molov trozvok v relativni durov trozvok. Recˇemo, da sta durov akord
in molov akord relativna, cˇe je osnovna nota molovega trozvoka tri poltone nizˇje od
osnovne note v durovem trozvoku. Videli smo, da sta tudi transformaciji R in L
involuciji.
Vsaka od treh transformacij ustreza glasbenim premikom, ki jih lahko hitro sliˇsimo.
Ker imata vstopni in izstopni trozvok dva enaka tona in se razlikujeta le v tretjem,
lahko to razliko brez tezˇav opazimo. Te tri trozvocˇne transformacije so z velikim
uspehom uporabljali evropski skladatelji med letoma 1500 in 1900. V pomocˇ pri
locˇevanju med durovim in molovim trozvokom nam je tudi majhna razlika v tonu,
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ki se premakne. Cˇe si pogledamo delovanje teh treh transformacij na C-durovem
trozvoku, dobimo naslednje rezultate. Transformacija P spremeni 4 v 3, transfor-
macija L spremeni 0 v 11 in transformacija R spremeni 7 v 9. Menjave so prikazane
na slikah 27, 28 in 29.
Grupa, generirana s transformacijami P,L,R, je PLR-grupa ali Neo-Riemannova
grupa. Struktura te grupe je dobro znana in jo bomo ilustrirali z naslednjim izrekom.
Vsebina tega izreka se lepo odrazˇa v Beethovnovi Deveti simfoniji.
Izrek 11.1. PLR-grupa je generirana s transformacijama L in R in je diedrska
grupa reda 24.
Dokaz. Najprej opazimo, da z uporabo formul (3), (4), (5) lahko pokazˇemo, da velja
PT1 = T1P , LT1 = T1L in RT1 = T1R. Pokazˇimo, da res velja PT1 = T1P .
PT1〈y1, y2, y3〉 = P 〈y1 + 1, y2 + 1, y3 + 1〉
= I(y1+1)+(y3+1)〈y1 + 1, y2 + 1, y3 + 1〉
= 〈−y1 − 1 + y1 + y3 + 2,−y2 − 1 + y1 + y3 + 2,−y3 − 1 + y1 + y3 + 2〉
= 〈y3 + 1, y1 − y2 + y3 + 1, y1 + 1〉
T1P 〈y1, y2, y3〉 = T1Iy1+y3〈y1, y2, y3〉
= T1〈−y1 + y1 + y3,−y2 + y1 + y3,−y3 + y1 + y3〉
= T1〈y3, y1 − y2 + y3, y1〉
= 〈y3 + 1, y1 − y2 + y3 + 1, y1 + 1〉
Opazimo, da sta zgornja izraza enaka, zato velja PT1 = T1P . Na enak nacˇin preve-
rimo sˇe veljavnost drugih dveh enakosti.
Cˇe zacˇnemo s C-durovim trozvokom in na njem uporabimo transformacije R, LR,
RLR, LRLR itd., dobimo naslednje zaporedje trozvokov:
C, a, F, d, B[, g, E[, c, A[, f,D[, b[, G[, e[, B, g], E, c], A, f],D, b,G, e, C
To nam pove, da je 24 bijekcij R,LR,RLR, ....R(LR)11 in (LR)12 = 1 razlicˇnih, da
ima PLR-grupa najmanj 24 elementov in da je LR reda 12. Velja R(LR)3(C) = c.
Ker je R(LR)3 reda 2, kar sledi iz izracˇuna
R(LR)3R(LR)3 = RLRLRLRRLRLRLR = 1,
kjer smo uposˇtevali, da je R2 = 1 in L2 = 1, in ker R(LR)3 komutira s T1, vi-
dimo, da je R(LR)3 = P . Pokazˇimo, da res velja enakost R(LR)3 = P . Zˇelimo,
da nam R(LR)3 tudi iz drugih durovih trozvokov priredi pripadajocˇe molove tro-
zvoke, ne samo da iz C dobimo c. Poglejmo si C]: R(LR)3(C])=R(LR)3(T1(C)) =
T1(R(LR)
3(C)) = T1(c) = c]. Podobno velja tudi za ostale durove in molove tro-
zvoke, torej velja R(LR)3 = P in je zato PLR-grupa generirana samo z L in R.
Cˇe vzamemo s = LR in t = L, potem je s12 = 1, t2 = 1 in
tst = L(LR)L = RL = s−1.
Ker sta s in t generatorja PLR-grupe, ki zadosˇcˇata relacijam diedrske grupe, lahko
PLR-grupo gledamo kot kvocientno grupo grupe D24. Ker vemo, da ima PLR-grupa
vsaj 24 elementov, je izomorfna diedrski grupi D24. 
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Riemannova tonska mrezˇa na sliki 30 je lep geometricˇni prikaz PLR-grupe. Ogliˇscˇa
v grafu so viˇsinski razredi, medtem ko so trikotniki durovi in molovi trozvoki. Cˇe
trikotnik v grafu predstavlja durov trozvok, so vsi sosednji (tisti, ki se dotikajo
stranic trikotnika) molovi trozvoki. In obratno, vsak molov trozvok (trikotnik) je
obkrozˇen z durovimi trozvoki. Graf se nadaljuje v neskoncˇnost v vse smeri, cˇeprav
smo narisali le koncˇen del. Na vodoravnih oseh imamo kroge kvint. Ker se ti krogi
ponovijo, je tonska mrezˇa dvojno periodicˇna. Cˇe zlepimo zgornji in spodnji rob ter
levi in desni rob, dobimo torus. Matematicˇno ga zapiˇsemo s S1 × S1.
Slika 30. Riemannova tonska mrezˇa
Douthett in Steinbach sta Neo-Riemannovo PLR-grupo prikazala z grafom na
sliki 31. Vozliˇscˇa grafa so sozvocˇni trozvoki, vzdolzˇ vsake povezave v grafu pa vodi
ena od transformacij P , L ali R. Ta graf je periodicˇen v navpicˇni in vodoravni
smeri, zato lahko skupaj zlepimo vrh in dno ter levi in desni rob, da dobimo graf
na torusu. Waller je sˇtudiral graf na torusu in opazil, da je grupa avtomorfizmov
diedrska grupa reda 24. Wallerjev torus je prikazan na sliki 32.
Slika 31. Douthettov in Steinbachov PLR graf
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Slika 32. Wallerjev torus
Spreminjanje akordov v glasbeni kompoziciji lahko prikazˇemo z gibanjem na to-
rusu. Zaporedje sozvocˇnih trozvokov v dokazu izreka 11.1 nariˇse pot na torusu,
kot je prikazano na sliki 32. Prvih 19 trozvokov tega zaporedja se pojavi v taktih
143−176 (v basovski liniji) v Beethovnovi Deveti simfoniji, glej notni zapis na slikah
34, 35 in 36. Pojavijo se trozvoki:
C, a, F, d, B[, g, E[, c, A[, f,D[, b[, G[, e[, B, g], E, c], A,
ki jih lahko dobimo s transformacijama R in L na C-durovem trozvoku.
C
R−→ a L−→ F...
Cˇe nadaljujemo, zadanemo vsak akord v grafu. Dobimo graf, kot je prikazan na
sliki 33 (glej modro). Na tem grafu so molovi trozvoki izjemoma oznacˇeni z velikimi
tiskanimi cˇrkami in pripisano cˇrko ”m”. Durove trozvoke piˇsemo kot obicˇajno z veli-
kimi tiskanimi cˇrkami. Z rumeno so oznacˇeni deli, ki smo jih dodali pri nadaljevanju
zaporedja. To so trozvoki f],D, b,G, e, C.
Opomba: V obeh zaporedjih in na slikah 31, 32 in 33 se pojavlja ”B”, ki v re-
snici pomeni ”H” dur. Oznaka ”B” je v glasbi rezervirana za znizˇan ”H”, torej
H[ = B.
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Slika 33. Graf Beethovnove Devete simfonije
Slika 34. Beethovnova Deveta simfonija, takti 143–153
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Slika 35. Beethovnova Deveta simfonija, takti 154–167
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Slika 36. Beethovnova Deveta simfonija, takti 168–176
11.2. Neo-Riemannova teorija. Neo-Riemannova teorija (NRT) je del transfor-
macijske teorije. Transformacijska teorija se ukvarja s trozvocˇnimi akordi (trozvoki)
v skladu z matematicˇno teorijo grup. Teorija grup pa se ukvarja s simetrijami in
transformacijami. Poglejmo si sedaj transformacije P , L, R, ki jih je uporabljal
glasbeni teoretik Hugo Riemann, ponovno v bolj glasbenem kontekstu.
Neo-Riemannova teorija je sestavljena iz treh osnovnih transformacij:
(1) transformacija P oz. paralelna transformacija,
(2) transformacija L oz. transformacija menjave vodilnega tona,
(3) transformacija R oz. relativna transformacija.
Paralelna transformacija spremeni durov akord v molov akord tako, da drugo noto
znizˇa za polton. In obratno, molov akord spremeni v durov akord, tako da drugo
noto zviˇsa za polton. Na ta nacˇin iz C-durovega akorda dobimo c-molov akord in
obratno.
Transformacija menjave vodilnega tona spremeni durov akord v molov akord tako,
da vodilno (prvo) noto znizˇa za polton. In obratno, molov akord spremeni v duro-
vega tako, da tretjo noto zviˇsa za polton. Na ta nacˇin iz C-durovega akorda dobimo
e-molov akord in obratno.
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Relativna transformacija spremeni durov akord v molov akord tako, da tretjo noto
zviˇsa za cel ton. In obratno, molov akord spremeni v durovega tako, da prvo noto
znizˇa za cel ton. Na ta nacˇin iz C-durovega akorda dobimo a-molov akord in obratno.
P (C−dur) = c−mol
L(C−dur) = e−mol
R(C−dur) = a−mol
Na sliki 37 si poglejmo NRT-transformacije na C-durovem akordu.
Slika 37. NRT-transformacije na C-durovem akordu
Par akordov je skop, cˇe si akorda delita dva enaka tona. Neo-Riemannova teo-
rija je sestavljena iz treh skopih transformacij. Transformacija je skopa, cˇe tvorita
original in slika skop par akordov. Te tri transformacije so: paralelna transformacija,
transformacija menjave vodilnega tona in relativna transformacija. Kot smo videli
paralelna transformacija spremeni durov akord v molovega tako, da drugi ton znizˇa
za polton in obratno. Tako imata oba akorda skupna dva tona, prvega in zadnjega,
zato je par akordov skop. Na podoben nacˇin tudi transformacija menjave vodilnega
tona in relativna transformacija ohranita dva enaka tona, zato sta akord in njegova
transformacija skopa.
12. Grupi T/I in PLR sta dualni
Najprej se spomnimo definicije simetricˇne grupe.
Definicija 12.1. Simetricˇna grupa Sym(S) mnozˇice S je grupa, ki vsebuje vse
bijekcije, ki slikajo iz mnozˇice nazaj vase.
Naj bo kot prej S mnozˇica trozvokov. Kot vemo, lahko na T/I-grupo in PLR-
grupo gledamo kot na podgrupi simetricˇne grupe Sym(S):
T/I, PLR ⊂ Sym(S)
Dokazali bomo, da sta grupi T/I in PLR dualni, kar pomeni, da je centralizator
T/I-grupe PLR-grupa in obratno. Poglejmo si, kaj je centralizator grupe.
Definicija 12.2. Naj bo G grupa in H ⊂ G podgrupa. Centralizator je definiran
kot
CG(H) = {g ∈ G|gh = hg,∀h ∈ H}.
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Dualnost grup T/I in PLR lahko ilustriramo na sledecˇ nacˇin. Cˇe na C-durovem
akordu delujemo s T1 in nato z L, dobimo isto, kot cˇe na C-durovem akordu najprej
delujemo z L in nato s T1 (glej sliko 38), tj. diagram komutira.
Slika 38. Diagram komutira
Preveriti moramo, cˇe P,L in R komutirajo s T1 in I0. Da P,L in R komutirajo s
T1, smo zˇe pokazali v dokazu izreka 11.1. Da P,L in R komutirajo z I0 natancˇneje
pokazˇemo v dokazu izreka 12.4. Ker so to generatorji grup, bo vsak diagram z
navpicˇnimi pusˇcˇicami v PLR-grupi in vodoravnimi pusˇcˇicami v T/I-grupi komutiral.
V nadaljevanju namesto PLR-grupa in T/I-grupa piˇsimo kar PLR in T/I.
Primer 12.3. Pachelbelov Kanon v D (glej diagram in notni zapis na sliki 39).
Slika 39. Pachelbelov Kanon v D
Izrek 12.4. Grupi PLR in T/I sta centralizator ena drugi v simetricˇni grupi
Sym(S) = G. Sˇe vecˇ, grupi PLR in T/I sta izomorfni diedrski grupi reda 24,
tj. D24.
Dokaz. Iz dokaza izreka 11.1 vemo, da velja: PT1 = T1P , LT1 = T1L in RT1 = T1R.
Ker je Tn = (T1)
n, velja tudi PTn = TnP , LTn = TnL in RTn = TnR. Pokazati
zˇelimo, da P , L in R komutirajo tudi z inverzijo In. Ker vemo, da velja In(x) =
−x + n in I0(x) = −x ter zato In = TnI0, je dovolj pokazati, da komutirajo z I0.
Pokazˇimo, da velja PI0 = I0P :
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PI0〈y1, y2, y3〉
= P 〈−y1,−y2,−y3〉
= I−y1−y3〈−y1,−y2,−y3〉
= 〈−y3,−y1 + y2 − y3,−y1〉
I0P 〈y1, y2, y3〉
= I0Iy1+y3〈y1, y2, y3〉
= I0〈y3, y1 − y2 + y3, y1〉
= 〈−y3,−y1 + y2 − y3,−y1〉.
Vidimo, da sta izraza res enaka in da velja PI0 = I0P . Na podoben nacˇin pokazˇemo
sˇe, da velja LI0 = I0L in RI0 = I0R.
Ugotovili smo, da vsak element PLR komutira z elementi iz T/I, torej velja PLR ⊂
C(T/I). Pri cˇemer je C(T/I) krajˇsa oznaka za CG(T/I), tj. centralizator v grupi
G. Vpeljati je potrebno sˇe stabilizator elementa y pri delovanju grupe G, tj. Gy.
Naj bo h ∈ C(T/I)y za nek y iz S ter g v T/I. Potem velja:
hy = y
ghy = gy
hgy = gy.
Ker je T/I tranzitivna, je vsak y′ ∈ S oblike gy, za nek g iz T/I, zato je h identiteta
na S. Zato je stabilizator C(T/I)y, trivialna grupa (ker vsebuje le h = id). Cˇe
uporabimo izrek o mocˇi orbit za G = C(T/I), dobimo:
|C(T/I)|
|C(T/I)y| = |Oy| ≤ |S| = 24.
Ker je PLR podgrupa C(T/I) in |C(T/I)y| = 1, zakljucˇimo, da velja:
|PLR| ≤ |C(T/I)| ≤ 24.
Po izreku 11.1 ima PLR vsaj 24 elementov, zato je enaka C(T/I). Pokazati moramo
sˇe, da je T/I centralizator PLR. To naredimo tako, da zamenjamo vlogi grup T/I
in PLR.
Vemo, da velja T/I ⊂ C(PLR). Pokazati moramo sˇe, da je C(PLR) ⊂ T/I.
Dokazujemo podobno kot prej. Za vsak y ∈ S preverimo, da stabilizator C(PLR)y
vsebuje le identiteto. Za h ∈ C(PLR)y in g ∈ PLR velja:
hy = y
ghy = gy
hgy = gy.
Ker je PLR tranzitivna, je vsak y′ ∈ S oblike gy, za nek g iz PLR, zato je h
identiteta na S. Zato je stabilizator y v C(PLR) trivialna grupa. Cˇe uporabimo
izrek o mocˇi orbit za G = C(PLR), dobimo:
|C(PLR)|
|C(PLR)y| = |Oy| ≤ |S| = 24.
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Ker je T/I podgrupa C(PLR) in |C(PLR)y| = 1, zakljucˇimo, da velja:
|T/I| ≤ |C(PLR)| ≤ 24.
Ker ima T/I-grupa 24 elementov, je enaka C(PLR). Od prej vemo sˇe, da sta PLR
in T/I izomorfni diedrski grupi D24. 
13. Uporaba tonske mrezˇe in NRT v glasbeni analizi
Tonska mrezˇa je mrezˇni diagram, ki predstavlja tonski prostor (glej sliko 40).
Prvi ga je opisal Leonhard Euler v letu 1739 (glej sliko 41). Za prikaz tradicionalnih
harmonicˇnih povezav v evropski klasicˇni glasbi lahko uporabimo razlicˇne vizualne
predstavitve s pomocˇjo tonskih mrezˇ. Joe Argentino tonsko mrezˇo opiˇse kot dvodi-
menzionalni graf, kjer osi predstavljajo tri intervale v triakordu (tradicionalno durovi
in molovi akordi). Ker so vse transformacije involucije, v tonski mrezˇi nastopajo le
durovi in molovi trozvoki (glej sliko 40).
Slika 40. Tonska mrezˇa z viˇsinami tonov
Slika 41. Eulerjeva tonska mrezˇa
Poglejmo si osnovne PLR-transformacije na tonski mrezˇi (glej sliko 42).
Ottakar Hostinsky je v letu 1879 predstavil nagnjeno tonsko mrezˇo, ki jo je leta
1880 posvojil Riemann (glej sliko 43).
Viˇsinske razrede v tonski mrezˇi lahko namesto s cˇrkami oznacˇimo tudi s pri-
padajocˇimi sˇtevili (glej sliko 44). Tako predstavitev vecˇkrat uporabljajo sodobni
glasbeni teoretiki.
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Slika 42. PLR-transformacije na tonski mrezˇi
Slika 43. Riemannova tonska mrezˇa
Slika 44. Viˇsina tona s sˇtevili v tonski mrezˇi
Kot vemo, vsaka od transformacij P , L in R zamenja le en ton naenkrat. Po-
glejmo si G-dur in njegove transformacije (glej sliko 45).
Opomba: V tem poglavju z B zopet oznacˇujemo ton H. Njegov znizˇan ton pa z B[.
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Cˇe zˇelimo G-dur = GBD transformirati v g-mol, to naredimo s paralelno trans-
formacijo, tako da B znizˇamo za polton in dobimo B[ ter molov akord GB[D. Cˇe
zˇelimo G-dur transformirati v e-mol, to naredimo z relativno transformacijo tako,
da tretji ton D zviˇsamo za cel ton in dobimo E ter akord GBE oz. po preureditvi
tonov e-mol EGB. Cˇe zˇelimo G-dur transformirati v b-mol, to naredimo s transfor-
macijo menjave vodilnega tona tako, da prvi ton znizˇamo za polton, dobimo akord
F]BD oz. b-mol BDF].
Slika 45. Osnovne transformacije
Vse transformacije so involucije, to pomeni, da po 2-kratni uporabi transformacije
na trozvoku, dobimo nazaj prvoten trozvok (glej sliko 46).
Slika 46. Osnovne transformacije in njihove involucije
Analiza na skladbah:
(1) Prepoznaj trozvoke in njihov razvoj
(2) Oznacˇi trikotnik, ki prikazuje zacˇetek
(3) V tonski mrezˇi za prikaz razvoja uporabi pusˇcˇice
(4) Ugotovi, kateri toni se spremenijo v akordu
(5) Na podlagi spreminjajocˇih tonov oznacˇi transformacije PLR na tonski mrezˇi
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Slika 47. Prokofjev, Fugitive visions, op. 22, sˇt. 4, takti 45–49
Kot primer si poglejmo Prokofjevo skladbo Fugitive visions, op. 22, sˇt. 4, takti
45–49 na sliki 47.
(1) Prepoznamo trozvoke in njihov razvoj: C-dur, e-mol, C-dur, e-mol
(2) V tonsko mrezˇo vriˇsemo trikotnik, ki prikazuje zacˇetek (glej sliko 48)
(3) S pusˇcˇicami prikazˇemo razvoj v tonski mrezˇi (glej zelene pusˇcˇice na sliki 48)
(4) Ugotovi, kateri toni se spremenijo v akordu. V nasˇem primeru se B spremeni
v C in obratno.
(5) Transformacija, ki nastopi v nasˇem primeru, je menjava vodilnega tona, ki
spremeni C-dur v e-mol in obratno.
Slika 48. Tonska mrezˇa, ki predstavlja skladbo Prokofjeva, Fugitive
visions, op. 22, sˇt. 4, takti 45–49
Na sliki 49 si poglejmo sˇe en primer PLR-transformacij. Pri tem so durovi in
molovi trozvoki oznacˇeni s predznaki. Zapis (E,−) npr. predstavlja e-mol.
Slika 49. Primer PLR-transformacij
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Cˇe prikazˇemo PLR-transformacije s tonsko mrezˇo, dobimo cikel (glej sliko 50).
Vidimo, da ko na trozvoku 2-krat uporabimo transformacije LRLRP, dobimo nazaj
prvotni trozvok. Za vajo bi lahko preverili to dejstvo tudi z racˇunom, saj vemo, da
je P = R(LR)3.
Slika 50. Cikel LRLRP
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